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Опір матеріалів відноситься до загальноінженерних дисциплін, що по-
кликані закласти надійний фундамент у підготовку майбутніх інженерів для 
їх подальшої професійної діяльності у різних сферах виробництва і науки. 
Наріжним каменем у вивченні студентами опору матеріалів є набуття 
умінь і навичок розв'язання різноманітних практичних задач, пов'язаних з 
оцінкою міцнісної надійності елементів машин і конструкцій. Досягненню 
цієї мети якраз і має посприяти даний збірник задач. 
До збірника увійшли задачі підвищеної складності, які у різні роки 
пропонувались в якості конкурсних завдань міжнародних, всеукраїнських, 
регіональних, університетських олімпіад з опору матеріалів. Використані та-
кож найцікавіші, з точки зору укладачів, задачі з класичних збірників задач з 
курсу "Опір матеріалів" за редакцією В. К. Качуріна, А.А. Уманського та ін. 
При укладанні збірника був також врахований багаторічний досвід підготов-
ки інженерів всіх спеціальностей в Національному технічному університеті 
України "Київський політехнічний інститут", організації та проведення щорі-
чних університетських олімпіад з опору матеріалів, підготовки студентів уні-
верситету до участі у всеукраїнських та міжнародних олімпіадіх. 
Збірник включає задачі з таких розділів опору матеріалів: “Геометричні 
характеристики поперечних перерізів”, “Розтяг та стиск”, “Напружено-
деформований стан в точці тіла”, “Кручення та зріз”, “Згин”, “Статично не-
визначувані конструкції”, “Складний опір”, “Cтійкість стиснених стержнів”, 
“Динамічні задачі”. Всі задачі супроводжуються детальними коментарями та 
розв'язками. Опрацювання приведених розв’язків допоможе студентам більш 
глибоко і всебічно вивчити дисципліну “Опір матеріалів”. 
Даний збірник задач також стане в пригоді студентам у їх підготовці до 
університетських, всеукраїнських та міжнародних олімпіад з опору матеріа-
лів. 
Збірник задач підготували: О.П.Заховайко (розд. 1, 7, 9), 













Р о з д і л  1 
НАПРУЖЕННЯ І ДЕФОРМАЦІЇ В ТОЧЦІ ТІЛА 
 
1.1. Нижня частина сталевого бруска ( 0,3  ) стиснена у двох напрям-
ках: 50 МПаxq  , 70 МПаyq   (рис. 1.1). Визначити напруження в попереч-
них перерізах кожної частини бруска. 





1.2. Визначити силу F, якщо деформація в точці К в заданому напрямку 
51 10K
    (рис. 1.2). Модуль пружності матеріалу 52 10  МПаE   , коефіці-
єнт Пуассона 0,3  . 
Відповідь: 2415,58 НF  . 
1.3. На кінці сталевої пластини (рис. 1.3) діє рівномірно розподілений 
тиск 140 МПаp  . Необхідно знайти: 1) залежність кутових деформацій ква-
драта ABCD від кута  ; 2) залежність відносних лінійних деформацій діаго-
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1.4. Прямолінійний брусок постійного перерізу працює в умовах чисто-
го розтягу (рис. 1.4). Необхідно визначити величину нормальних напружень 
на гранях елементарного паралелепіпеда, у якого подовження двох із трьох 
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. 
1.5. Знайти абсолютне видовження волокна АВ сталевої пластини 
100 100 2 мм   (рис. 1.5). 
Відповідь: 30,4375 10  ммABl
   . 
1.6. На грані сталевого кубика, що збігається з площиною креслення, 
нанесене коло (рис. 1.6). Визначити положення і відносні видовження вели-
кої і малої осей еліпса, в який перетвориться коло в процесі навантаження. 
Кінцевому значенню навантаження відповідає вказане на малюнку на-
пруження. Модуль пружності для сталі взяти 52 10  МПаE   , коефіцієнт Пу-
ассона 0,3  . 
Відповідь: 0 62,5    ; 
3
1 1,108 10
   , 33 0,478 10







1.7. Визначити напруження  , за якого елемент знаходитиметься в 
умовах чистого зсуву (рис. 1.7). Знайти найбільше дотичне напруження. 
Відповідь: 150 МПа   ; max 151,66 МПа  . 
1.8. Нормальні напруження в площині клейового шва в півтора рази бі-
льші від дотичних (рис. 1.8). Потрібно знайти таку величину розміру a  




a h . 
1.9. На середній ділянці жорстко защемленого сталевого стержня діа-
метром 50 мм під якимсь кутом   відома деформація 44,596 10   . Визна-
чити значення моментів кМ , коли відомо, що на площадці з вказаною дефо-
рмацією нормальні напруження   дорівнюють дотичним  . 
Відповідь: 33,68 10  Н мKM    . 
 7
1.10. На сталевий вал ( 5 42 10  МПа; 8 10 МПа; 0,3E G      ) під ку-
том 30    до твірної встановлені датчики опору у вигляді прямокутної ро-
зетки (рис. 1.9). Визначити, які деформації показали датчики, коли відомо, 
що кут нахилу твірної після закручування вала 46,25 10 рад   . 
Відповідь: 42,81 10   ; 
42,81 10    . 
 




1.11. Сталевий кубик, довжина ребра якого 0,1 ма  , стиснений тиском 
200 МПаp  , що діє тільки на нижню і верхню його грані. Знайти коефіцієнт 
Пуассона матеріалу кубика, якщо площа кожної з бічних граней його змен-
шилась на 7 мм2. 
Відповідь: 0,3  . 
1.12. Лист матеріалу розмірами a b , обрамлений жорсткими ланками, 
підлягає деформації чистого зсуву (рис. 1.10). Були виміряні лінійні дефор-
мації   у напрямках головних напружень. Знайти переміщення точки прик-
ладеної сили F. 
Відповідь: 2 b   . 
1.11. П’ять однакових кубиків помістили в абсолютно жорстку обойму 
(рис. 1.11). На середній кубик діє тиск p. Знайти напруження, які виникають 







1.14. Кубик з ізотропного пружного матеріалу вставлений в гніздо аб-
солютно жорсткої плити (рис. 1.12). Під дією тиску, прикладеного до висту-
паючої грані, зазори закриваються, і в момент закриття останнього зазору 
верхня грань досягає рівня поверхні плити. Знайти коефіцієнт Пуассона ма-
теріалу кубика. 






1.15. Пружний стержень вставлений в абсолютно жорстку трубку з кі-
льцевим зазором   (рис. 1.13). Під дією сил F зазор закривається і на стінку 
трубки передається тиск р. Визначити коефіцієнт Пуассона матеріалу стерж-

















1.16. Визначити, за якого співвідношення між напруженнями x , y , 
xy  (рис. 1.14) в даній точці матеріалу виникає лінійний напружений стан. 







1.17. Циліндричний стержень (рис. 1.15) за двох різних значень стисної 
сили 1F  і 2F  має радіуси поперечного перерізу відповідно 1r  і 2r . Визначити 
коефіцієнт Пуассона матеріалу стержня. Тертям на торцях знехтувати. Відо-
мий також модуль Юнга E. 
Відповідь: 
 2 21 2 1 2
3 3
2 1 1 2
Er r r r






1.18. Плити A і B (рис. 1.16) – абсолютно жорсткі. Необхідно визначити 
головні напруження, головні деформації і відносну зміну об’єму елемента. 
Дано: 2 1 10 м   ; 2 10 10 мa   ; 1 80 кНF  ; 2 200 кНF  ; 
5  2 10 МПаE   ; 
0,25  . 
Відповідь: 1 80 МПа  ; 2 30 МПа   ; 3 200 МПа   ; 
3
1 0,6875 10
   ; 2 0  ; 
3
3 1,0625 10
    ; 
30,375 10V    . 
1.19. У площадках елементарного кубика (рис. 1.17) діють напруження: 
150 МПаx  ; 0 МПаy  ; σ =100 МПаz ; 90 МПаxz  ; 90 МПаzx   . 
Експериментально визначено, що 31,07 10y
    ; 31,44 10V
   . Треба 
знайти значення коефіцієнта Пуассона   і модуль пружності E  для матеріа-
лу кубика у припущенні, що справедливий закону Гука. 
Відповідь: 0,3  ; 50,7 10  МПаE   . 
 
Рис. 1.17  
Рис. 1.18 
1.20. Стержень квадратного поперечного перерізу 2A a  розміщений 
між двома абсолютно жорсткими опорами A і B без зазору й без натягу (рис. 
1.18). У вихідному стані в усіх його точках напруження відсутні (вагою бру-
са нехтуємо). Далі по всій бічній поверхні до стержня прикладають тиск p, 
при цьому напруження в напрямку нормалей до бічних граней стержня 
p p
z y p     . Тертя в опорах немає. Коефіцієнт Пуассона =0,3 . 
Треба визначити величини реакцій опор A і B. 
Відповідь: 22A BR R pa   . 
1.21. Дані діючі напруження в площадках елементарного кубічного 
об’єму (рис. 1.19). Визначити головні напруження и положення головних 
площадок. 








1.22. Кубик із однорідного ізотропного лінійно-пружного матеріалу, 
розміри ребер якого a a a  , підлягає всебічному рівномірному розтяганню 
нормальними напруженнями x y z        (рис. 1.20). 
Необхідно: а) аналітично довести, що в площадці довільної орієнтації з 
нормаллю  n

діють напруження n    і 0n  ; б) результати рішення пред-
ставити графічно. 
1.23. На якій відстані с розташований елемент 1, в якому має місце чис-
тий зсув (рис. 1.21)? Дано: 40 ммa  . 
Відповідь: 150 МПа   ; max 152 МПа  . 
1.24. За якого значення сили F об'єм матеріалу трубки (рис. 1.22) не 
зміниться і чому дорівнює при цьому коефіцієнт запасу тn , знайдений за тео-
рією максимальних дотичних напружень. Дано: p, d, р стт т т     . 







1.25. Коефіцієнти запасу на ділянках 1 і 2 (рис. 1.23), обчислені за тео-
рією найбільшого дотичного напруження, відрізняються втричі. За якої дов-
жині L  стержня його об’єм не зміниться? Дано: 80l   мм. 
Відповідь: 150 МПа   ; max 152 МПа  . 
1.26. Коефіцієнти запасу стержня (рис. 1.24), попередньо закрученого 
на кут  , дорівнює Т 2n   (енергетична теорія). За якої зміни температури 
 11
стержня цей запас міцності буде вичерпаний? Дано: 0,12 рад  ; 
6 112 10
град




Відповідь: 150 МПа   ; max 152 МПа  . 
1.27. Довести, що за чистого розтягання (стискання) стержня абсолют-
на зміна його об’єму залежить від його довжини і не залежить від площі по-
перечного перерізу. 
1.28. Елемент пластинки знаходиться під дією напружень, як показано 
на рис. 1.25. Визначити межі значень коефіцієнта К, за яких у площині плас-












1.29. Вказати залежність між головними напруженнями, які діють по 
гранях елемента (рис. 1.26), за якої матиме місце одноосна деформація 
( 1 2 30;  0      ). Пружні сталі матеріалу вважати заданими. 
Відповідь: 








1.30. Пружний стержень без зазору вставлений в отвір абсолютно жор-
сткого тіла (рис. 1.27). Нехтуючи силами тертя, визначити видовження стер-
жня за нагрівання його на t  . Задана довжина стержня l , коефіцієнт темпе-






    

. 
1.31. Східчастий сталевий брус (рис. 1.28) по всій довжині навантаже-
ний всебічним рівномірним тиском р. Визначити допустимий тиск  p  з умо-
ви, що нормальні напруження в поперечних перерізах не перевищувало 80 
МПа. Взяти: 21 100 100 ммA   ; 
2
2 200 200 ммA   ; 
52 10  МПаE   ; 
0,25  . 








1.32. Визначити, на скільки зміниться прямий кут DBC, виділений на-
вколо точки В (рис. 1.29), якщо зосереджену силу F повернути в площині 
креслення на кут 2 . Модуль зсуву G і площу прямокутного поперечного 
перерізу А стержня вважати заданими. Точка В лежить на поздовжній осі 
стержня. 





1.33. По гранях елемента діють напруження, як показано на рис. 1.30. 
Величини напружень 40 МПаx  , 20 МПау  , 30 МПаxу  . З найти на-
прямок, у якому відсутня лінійна деформація, якщо коефіцієнт Пуассона 
0,25  . 






















Р о з д і л  2 
ГЕОМЕТРИЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ 
ПЕРЕРIЗIВ 
 
2.1. Заданий поперечний переріз з відомою площею F  та відцентровим мо-
ментом інерції 0zyI  . Довести, що існує така крива, проведені через кожну 
точку якої дві взаємно перпендикулярні осі, що паралельні центральним осям 
,  z y  даного перерізу, є головними його осями. 




   . 
2.2. Наскільки необхідно зрізати кути квадратного перерізу, щоб одер-
жати переріз з найбільшим моментом опору відносно осі y ? 
Відповідь: 1 9k  . 
0
kh








Рис. 2.1 Рис. 2.2 Рис. 2.3 
2.3. Визначити, при якому значенні 
h
b
 осьовий момент інерції відносно 
осі z  буде ( consth b  ): 
а) мінімальним; 
б) максимальним. 
Відповідь:  min 0h b  ,  max 1h b  . 
2.4. Знайти найкоротшим шляхом положення головних осей прямокутного 
трикутника з катетами b  і h , які проходять через точку O , що розташована 
посередині його гіпотенузи, а також обчислити полярний момент інерції oI  
трикутника відносно цієї точки. 







2.5. В квадраті a a  вирізане коло діаметром d , що дотикається до деяких 
осей, які проходять через центр ваги квадрата. Знайти моменти інерції відно-
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Рис. 2.4 Рис. 2.5 
2.6. Балка прямокутного перерізу отримана із круглої заготовки. 
Якими повинні бути співвідношення сторін прямокутного перерізу для 
отримання балки: 
а) найбільшої міцністі; 
б) найбільшої жорсткості? 
Відповідь:  м 2h b  ,  ж 3h b  . 
2.7. Чи являється для показаних на рис. перерізів будь-яка пара взаємно пер-
пендикулярних осей головними осями? Якщо балка має поперечний переріз у 
виді представлених на рис. фігур, то як слід розмістити нейтральну вісь в ко-













2.8. Два стержні виготовлені з циліндричної заготовки діаметром D  в 
двох варіантах: 
1) поперечний переріз має форму кільця з діаметрами D  і d ; 




b  . 
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Який варіант стержня має більшу міцність при плоскому поперечному 
згині при умові, що площі перерізів стержнів однакові? 















Рис. 2.7 Рис. 2.8 
2.9. Поперечний переріз стержня має форму, показану на рисунку: в 
квадраті зі стороною 2b  вирізано два круглих отвори діаметром 
2
b
d  . 
Окружності вказаних отворів дотикаються в центрі ваги квадрата. Через 
центр ваги проведена ось y , яка є дотичною до цих окружностей. Визначити 







  . 
2.10. Визначити відцентровий момент інерції прямокутного трикутника від-
носно паралельних катетам осей ,  x y . 


















Рис. 2.9 Рис. 2.10 Рис. 2.11 
2.11. В коло радіуса R  вписаний рівнобедрений трикутник. Якою по-
винна бути висота цього трикутника h , щоб момент інерції його відносної 




h R . 
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2.12. Заданий трикутний переріз ABC , для якого 454 смyI  . Необхід-
но визначити h  і zyI . 














Рис. 2.12 Рис. 2.13 Рис. 2.14 
2.13. Задані рівновеликі круглий та квадратний перерізи. Який із пере-
різів раціонально використовувати при роботі: 
а) вала на кручення; 
б) балки на згин? 
Відповідь: при крученні більш раціональний круглий переріз, а при 
згині – квадратний. 




I  – 
центральні осьові моменти інерції, оI  – полярний момент інерції відносно 
точки O . 
Визначити: 
1) геометричне місце точок в площині фігури, де полярний момент іне-
рції постійний – constpI  ; 
2) довести, що o pI I . 
Відповідь: окружності з центром в точці O . 
2.15. Складений переріз містить 3 елементи: 
1 – трикутник: 30 ммh  , 45 ммb  ; 
2 – двотавр № 12: 64 ммB  , 120 ммH  ; 
3 – кільце з радіусами R  і r . 
Визначити значення R  і r , при яких центр ваги складеного перерізу 
співпадає з центром ваги двотавру. 
Відповідь: 24,4 ммR  , 20,4 ммr  . 















Рис. 2.15 Рис. 2.16 Рис. 2.17 
2.17. Знайти відцентровий момент інерції zyI  заданого перерізу віднос-
но осей z  і y , що проходять через його центр ваги. Дано: a , b , c , d , площа 
перерізу F . 
Відповідь:   2 2zyI a b d c F   . 
2.18. Знайти момент інерції zI  трикутника АВС відносно осі z , що 









2.19. Фігура створена вписаними друг в друга квадратами. Обчислити 
момент інерції заштрихованої фігури відносно осі z , якщо кількість квадра-





I  . 
2.20. Знайти момент інерції zI  трикутника ОВС, якщо відомі його пло-






















Рис. 2.18 Рис. 2.19 Рис. 2.20 
2.21. В коло радіуса R  вписаний правильний шестикутник. Визначити 
відцентровий момент інерції шестикутника 
1 1z y







I  . 
2.22. Визначити момент інерції zI  відносно основи z  половини прави-




4 1 2 2








2.23. Фігура має площу 210 смF  , головні центральні моменти інерції 
4410 смvI  , 
4320 смuI  . На осі v  знайти такі точки, щоб всі осі, що прохо-
дять через них, були головними для заданої фігури. 




    . 
2.24. Довести, що для зображеної на рисунку фігури, яка складається з 

















Рис. 2.21 Рис. 2.22 Рис. 2.23 
2.25. Трикутник АВС – рівносторонній зі стороною a . Знайти точку m  








   
 
. 
2.26. В системі осей симетрії ,  z y  прямокутника зі сторонами b  і h  
знайти координати точок O , кожна з яких має властивість, що дві будь-які 
взаємно перпендикулярні осі, які перетинаються в цій точці, є головними 
осями інерції заданого прямокутника. 
Відповідь: а)  
2 2
0 00,   12
h b
y z h b

    ; б) 
2 2




    
 b h ; в)  0 0 0 y z h b   . 
2.27. Для плоской фігури знайти точку O , яка має таку властивість: всі 
пари взаємно перпендикулярних осей, що перетинаються в ній, є головними 
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осями заданої фігури. Вважати відомими: положення центру ваги C , площу 






z y zy z yI I I I I
z
F
   





z y zy z yI I I I I
y
F
   
  . 
2.28. Визначити розміри вписаного в рівнобедрений трикутник з осно-
вою B  і висотою H  прямокутника, який має найбільший з усіх вписаних 





h H , 
1
3

































Р о з д і л  3 
РОЗТЯГ І СТИСК 
 
3.1. Стержень у вигляді усіченого конуса навантажений зусиллям Р і 
власною вагою. Питома вага матеріалу стержня – . Знайти координату пере-
різу x, у якому напруження будуть найменшими. При виконанні якої умови 






















r h P r h
R Rr r h
R r R r
  

























Рис. 3.1 Рис. 3.2 Рис. 3.3 
3.2. Для того щоб, подолавши сили тертя, витягти стержень із отвору, 
необхідно прикласти силу 2,4 кНP  . Опір тертя від перерізу А зменшується 
за лінійним законом і в перерізі y дорівнює нулю. Для двох варіантів прикла-
дення сили P  побудувати епюри поздовжніх сил у момент початку руху. 





















   
 
. 
3.3. Визначити кут  , при якому вузол A має тільки горизонтальне пе-
реміщення. 
Відповідь: 60   . 
3.4. Заданий двохстержневий кронштейн, що навантажений силою Р. 
Виліт кронштейна l. Допустиме напруження на розтяг–стиск   . Знайти таке 
значення кута  , при якому задовольняються умови міцності і об’єм двох 
стержнів є мінімальним. При цьому обчислити площі поперечних перерізів 
стержнів 1F , 2F  і об’єм двох стержнів minV . 
Примітка: втрату стійкості стержня не враховувати. 
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Рис. 3.4 Рис. 3.5 Рис. 3.6 
3.5. Як потрібно змінити величину сили P, щоб видалення одного зв'яз-
ку в опорі B не вплинуло на величину вертикального переміщення вузла C? 




3.6. Визначити величину переміщення A  точки А після прикладення 
вантажу Р, вважаючи радіус шківа дуже малим у порівнянні з довжиною тро-







  . 
3.7. Заданий стержень довжиною l зі змінним поперечним перерізом. 
Поперечний переріз в закріпленні має форму прямокутника зі сторонами a і 
b. Визначити видовження стержня від власної ваги, якщо питома вага матері-

















Рис. 3.7 Рис. 3.8 Рис. 3.9 
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3.8. Сила 30 кНP  , що прикладена посередині прольоту, розтягує 
гнучкий стержень жорсткістю 20 МНEF   так, що кут нахилу його до гори-
зонталі становить 6,5587   . Яке положення займе стержень після його ро-
звантаження, тобто визначити кут 0 ? 
Відповідь: 0 0,375 
 . 
3.9. Два пружних стержня довжиною l , які закріплені шарнірно, 
з’єднані між собою за допомогою абсолютно жорсткого стержня довжиною l  
та шарнірів. Усі стержні розташовані спочатку на одній прямій. Конструкцію 
навантажують двома силами 2P . Одержати формулу для розрахунку пере-
міщення абсолютно жорсткого стержня, вважаючи, що для малих кутів пово-
роту пружних стержнів виконується рівність 2sin ,  cos 1 2      , а від-
носне видовження обчислюється за формулою l l    ( l  – довжина дефор-
мованого стержня). Площа поперечного перерізу стержнів F  та модуль пру-












3.10. Визначити розмір b , при якому жорсткі плити А і В переміщають-
ся паралельно одна одній. Дано: 30 ммa  , 51 2,1 10  МПаE   , 
5











































Рис. 3.10 Рис. 3.11 Рис. 3.12 
3.11. З морського судна на глибину H  спущена бурова штанга, яку 
можна розглядати як сталевий стержень постійного квадратного перерізу. 
Для матеріалу штанги відомі питома вага  , модуль пружності E  та коефіці-
єнт Пуассона  . Питома вага морської води дорівнює в . Знайти найбільші 
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нормальні напруження max , максимальні пружні поздовжні переміщення 
перерізів штанги max , а також глибину mx , на якій мають місце max . 



















3.12. Трикутна плита АВС постійної товщини підвишена на трьох різ-
них стержнях в горизонтальному положенні. Як повинні співвідноситись між 
собою жорсткості стержнів, щоб плита під дією власної ваги переміщалася 
паралельно своєму початковому горизонтальному положенню? 
Відповідь: 1 2 3: : 1:1:1c c c  . 
3.13. При якому значенні діаметра 2d  переміщення в стержневій систе-






















Рис. 3.13 Рис. 3.14 
3.14. Вузол В отримав переміщення  . Знайти значення сили P . Дано: 







3.15. Круглий стержень діаметром 2r  має змінний вздовж радіуса мо-
дуль пружності, закон зміни якого показаний на рисунку. За допомогою гіпо-
тези плоских перерізів вивести формулу напружень в поперечному перерізі 
при осьовому розтягу стержня. 
















3.16. Стержень східчастої форми, що знаходиться під дією осьової сили 
P  і власної ваги, повинен бути виготовлений з матеріалу, який має питому 
вагу   і допустиме напруження   . При заданій висоті H  стержня визначи-
ти відношення довжин ділянок  1 2 ml l , при якому витрати матеріалу на його 
виготовлення будуть найменшими. 












Рис. 3.16 Рис. 3.17 
3.17. Визначити видовження конічного стержня від власної ваги, а та-
кож переміщення довільного перерізу m n . Питома вага   та модуль пруж-
















  . 
3.18. Стержень з перемінною вздовж довжини площею поперечного 
перерізу при дії сили Р на кінці одержав видовження  . Після цього в стер-
жні просвердлюється наскрізний отвір з площею перерізу 0F . Після чого ви-

























Рис. 3.18 Рис. 3.19 






  . 
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3.20. Два шарнірно з’єднаних стержня до прикладення сили Р горизон-
тальні. Одержати залежність між силою Р і опусканням вузла  , враховуючи, 
що l l  . 



















Рис. 3.20 Рис. 3.21 Рис. 3.22 
3.21. Стержні ВС і DF абсолютно жорсткі. Дано: 1 1 2 2E F E F , 1 2l l l  . 






  . 
3.22. Абсолютно жорсткий важель МО довжиною l  закріплений в точці 
К тросом КВ, нижній кінець якого може вільно переміщатися по горизонталі. 
Трос має довжину l  і жорсткість поперечного перерізу EF. Встановити зале-
жність сили Р від кута повороту важеля  . 
Відповідь: 





       

















Р о з д і л  4 
ЗРІЗ І КРУЧЕННЯ 
 
4.1. В сталевому валі діаметром 60 мм , що обертається з кутовою шви-
дкістю 800 об хв , кут закручування на довжині 50 см  дорівнює 0 28 . Ви-
значити потужність N в [кВт] , яку передає вал. Модуль пружності матеріалу 
вала при зсуві  = 80 ГПаG . 
Відповідь: 139 кВтN  . 
4.2. Дерев’яна балка довжиною 2 мl   складається з трьох брусів пе-
рерізом 15  10 см , з’єднаних болтами. Балка навантажена силою 18 кНP   
посередині прольоту. Визначити найбільше нормальне напруження в балці, а 
також кількість болтів, що забезпечують міцність з’єднання, якщо допустиме 
напруження на зріз болтів [ ] = 50 МПа , а діаметр болтів 20 мм . 

























Рис. 4.1 Рис. 4.2 
4.3. Для сталевої балки складеного двотаврового перерізу визначити 
максимальні нормальне max  та дотичне max  напруження в балці, а також 
розрахувати зварні шви, якщо допустиме напруження для матеріалу шва 
[ ] = 72 МПа , кожний шов – переривчастий. Довжина кожної ділянки зварки 
1 100 ммl  . Визначити кількість ділянок. 
Відповідь: max  = 60,65 МПа ; max = 34,6 МПа ; ш  = 6n . 
4.4. Дано: вал круглого багатошарового перерізу (шари алюмінію, міді, 
сталі), 21 5 10  мd
  , 22 7 10  мd
  , 23 9 10  мd
  , 5с  = 0,8 10  МПаG  , 
5
м  = 0,4 10  МПаG  , 
5
а  = 0,3 10  МПаG  . Шари жорстко зв’язані один з одним 
по контактних поверхнях. Крутний момент, що діє в перерізі 
кр  = 0,1 кН мM  . 
Потрібно: 
1) побудувати епюру дотичних напружень ( )   вздовж радіуса; 
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Рис. 4.3 Рис. 4.4 
4.5. Вал круглого поперечного перерізу виготовлений із матеріалу, для 





Вивести формулу для визначення дотичних напружень   вздовж радіуса. 











    
    
 
, де 1k   відповідає 


















Р о з д і л  5 
ЗГИН 
 
5.1. Яке видовження верхнього волокна АВ від власної ваги бруса? Ве-























Рис. 5.1 Рис. 5.2 Рис. 5.3 
5.2. При якому куті  вільний кінець стержня буде переміщатися тільки 
вертикально? При якому куті  нормальні напруження в стержні будуть най-
більшими? 
Відповідь:  в arctg 2 3  ; 45    . 
5.3. Кінці брусів розведені на 300l . Знайти взаємний кут повороту то-
рцевих перерізів. 
Відповідь: 1 200 . 
5.4. Для криволінійного стержня з урахуванням власної ваги побудува-
ти епюри поздовжніх сил, поперечних сил та згинальних моментів, якщо да-
но: 1,2 мR  , 0,3 кНP  , 3 37,8 10  кг м   , 4 280 10  мF   . 
Відповідь: ( ) ( )sinN P gFR     ; ( ) ( )cosQ P gFR      ; 











Рис. 5.4 Рис. 5.5 Рис. 5.6 
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5.5. Дано: q, l, constEI  . Якої величини повинна бути сила Р, щоб ве-
ртикальне переміщення перерізу А дорівнювало б нулю? Задачу розв’язати з 




P ql . 
5.6. На арку АВ діє рівномірно розподілене погонне навантаження. Ви-
значити опорні реакції і побудувати епюри поздовжніх сил, поперечних сил 





R R  . 
5.7. Який із варіантів кріплення кінців бруса АВ є більш раціональним з 
точки зору його міцності? Врахувати власну вагу бруса АВ. 















Рис. 5.7 Рис. 5.8 Рис. 5.9 
5.8. Визначити навантаження, що діє на балку, якщо згинальний мо-
мент змінюється вздовж довжини балки за наступним законом: 
20 2 :    4x M x    , 
2 6 :    0x M   , 
26 10 :    0,5 8 30x M x x     , 
210 12 :    22 120x M x x     . 





Q m  ; 
23
( ) ( )
2
x
M x m x
l
  . 
5.10. Задані епюри поперечних сил та згинальних моментів. Поновити 
навантаження, якщо довжина прольоту 1 мl  . 
5.11. Стержень довжиною l притиснутий до кругового лекала радіуса R. 
Вважаючи деформації пружними і переміщення малими, знайти найбільше 







h  , 
52 10  МПаE   . 
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Відповідь: max 143 МПа  ; 2
l





















Рис. 5.10 Рис. 5.11 Рис. 5.12 
5.12. Використовуючи принцип суперпозиції і не визначаючи опорні 
реакції, побудувати епюри згинальних моментів для наведених на рисунках 
балок. 
5.13. Консоль з вильотом l і прямокутним поперечним перерізом b h  
навантажена на нижній грані рівномірно розподіленим дотичним наванта-
женням t. Модуль пружності матеріалу стержня при розтягу E. Визначити 






  . 
5.14. Поперечний переріз стержня має прямокутну форму з заданими 
розмірами b і h. Поведінка матеріалу стержня  описується діаграмою, що 
представлена на рис. 1 (пружнопластичний матеріал без зміцнення). Стер-
жень зігнули до деякої кривизни K , при якій частина поперечного перерізу 
стержня знаходиться в пластичному стані, а інша частина – в пружному. Но-
рмальні напруження що виникають при цьому, описуються епюрою, яка 
представлена на рис. 2. Необхідно одержати формули для розрахунку криви-
зни K  і внутрішнього згинального моменту M , які відповідають заданому 
напруженому стану стержня. Вважати, що відомі також границя текучості 



























l l l l  
Рис. 5.13 Рис. 5.14 
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5.15. Задана шарнірно обперта балка. Довжина 400 ммl  , осьовий 
момент інерції поперечного перерізу балки 8 420 10  мI   , модуль пружності 
матеріалу при розтягу 52 10  МПаE   . Балка навантажена згинальним моме-
нтом М. При якому значенні М кінці балки будуть торкатися опор А і В, якщо 







5.16. Балка довжиною l навантажена моментом, що лінійно змінюється 
вздовж її довжини і має найбільшу інтенсивність m. Знайти положення шар-
ніру і найбільший згинальний момент з умови рівної міцності ділянок балки, 
що знаходяться ліворуч і праворуч від шарніру, а також побудувати епюру 
згинальних моментів. 







0x 0xl   R
t
 
Рис. 5.15 Рис. 5.16 
5.17. На стержень у виді чверті окружності радіуса R діє рівномірно ро-
зподілене дотичне навантаження інтенсивністю t. Жорсткість поперечного 








      
 
. 
5.18. Бруси АС – з криволінійною поздовжньою віссю та ВС – прямолі-
нійний можуть створювати дві конструкції, які відрізняються розташуванням 
бруса АС (див. рис.). Який із варіантів конструкції більш раціональний з мір-
кувань міцності і чому? Знайти максимальне напруження, що діє в небезпеч-
ній точці конструкції, якщо дано: 20 кНP  , 1 мR  , 212 10  мh   , 
26 10  мb   , де h і b – розміри прямокутного поперечного перерізу брусів 
АС і ВС. 






  . 
5.19. Шарнірно закріплена балка довжиною l з прямокутною формою 
поперечного перерізу навантажена моментами M (див. рис.). Висота попере-
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чного перерізу h  задана і постійна по всій довжині балки, а ширина перерізу 
– змінна величина та визначається деякою функцією ( )b b x , де x  – коорди-
ната поперечного перерізу стержня. Задано допустиме напруження матеріалу 
при згині   . Визначити вид функції ( )b x  з умов забезпечення міцності і мі-
німальної ваги балки. Показати на рисунку вид балки згори. Впливом власної 






b x M x
lh


















Рис. 5.17 Рис. 5.18 
5.20. На абсолютно жорсткій основі лежить довга смуга прямокутного 
перерізу b h . Визначити, на якій довжині Ax  смуга підніметься над площи-
ною при прикладенні до її кінця сили P . Визначити прогин f. Питома вага 



























l = l1 1/3 l = l2 2/3
l
q
Рис. 5.19 Рис. 5.20 
5.21. Задана консольна балка довжиною l постійної жорсткості EI , яка 
навантажена зосередженою силою P  та розподіленою по лінійному закону 
силою ( )q x  з максимальною інтенсивністю q. При якому зусиллі P  прогин 




P ql . 
5.22. Стержень східчастого змінного поперечного перерізу навантаже-
ний зосередженою силою Р. При якому відношенні осьових моментів інерції 
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перерізів стержня прогин в точці прикладення сили Р буде максимальним? 
Обчислити величину цього переміщення при 6,25 кНP  , 240 ммl  , 
7 4
1 1,6 10  мI


































Рис. 5.21 Рис. 5.22 
5.23. Балка довжиною l навантажена лінійно розподіленою силою. Ви-
значити, при якому відношенні 1 2q q  максимальний згинальний момент буде 
в поперечному перерізі з координатою 0,55mx l . Виразити цей момент че-
рез 2q  і l. 
Відповідь: 1 2 0,236q q  ; 
2
max 20,0781M q l . 
5.24. Балка прямокутного перерізу b h  довжиною l навантажена лі-
нійно розподіленою силою, інтенсивність якої змінюється за законом 
   1q x q l x . Поведінка матеріалу балки при розтягу (стиску) описується 
нелінійною залежністю na    (а – постійний коефіцієнт, n – деяке додатне, 



















Рис. 5.24 Рис. 5.25 
5.25. Для консольної балки довжиною l, що навантажена на вільному 
кінці моментом М, виконати наступне: 1) записати формулу для розрахунку 
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прогину кінця балки згідно зі звичайними гіпотезами теорії опору матеріалів 
(технічна теорія згину); 2) записати точну формулу для розрахунку вказаного 
прогину, використовуючи залежність  k M EI  (k – кривизна зігнутої осі 
балки); 3) розрахувати відносну похибку (в %) наближеної формули, якщо 
прогин, що розрахований за технічною теорією, дорівнює 0 0,03 мf  , а дов-











   
 
; 0,0333 % . 
5.26. Замкнутий кільцевий стержень круглого поперечного перерізу 
знаходиться під дією рівномірно розподілених моментів з інтенсивністю 
constm  . Задани D і d ( D d ) та характеристики пружності матеріалу. 









5.27. Шарнірно обперта балка з довжиною прольоту l згинається під ді-
єю власної ваги. Поперечний переріз балки – прямокутний зі змінною шири-
ною  b x  та постійною висотою consth  . Знайти закон зміни  b x , для яко-
го крива прогинів балки буде квадратною параболою    2024 fw x lx xl  , де 
0 constf  . 
























Рис. 5.26 Рис. 5.27 
5.28. Знайти таке значення k , при якому максимальний згинальний 





k   . 
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   
 
, 0q  , 
30 кН м , 3 мl  . Необхідно побудувати епюри розподіленого навантажен-








q l q l q lx x
Q x
l l
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Рис. 5.28 Рис. 5.29 Рис. 5.30 
5.30. Дано: 2 мl  , 0,4 мa  , 10 кН мq  . 
Необхідно: 
1) побудувати епюри поперечних сил та згинальних моментів; 
2) підібрати діаметр круглого поперечного перерізу балки при 
  220 МПа  ; 
3) визначити лінійне та кутове переміщення перерізу С при 
200 МПаE  . 
Відповідь: 2
10
( ) 5 10
3




M x x x x    ; 
  31 ммd  ; 11 ммCw  ; 0,028C  . 
5.31. На балку діє розподілене навантаження    20 1 2q x q x l    , 
1 мl  , 0 7 кН мq  . Треба: побудувати епюри поперечних сил та згинальних 
моментів. 
Відповідь:   327
3
Q x x x
    
 
;   2 41 17
2 6
M x x x
    
 
. 
5.32. Дано: форма перерізу, 10 кНQ  , 14 кН мM   ,   200 МПа  , 
  100 МПа  . 
Визначити:  
1) допустимий розмір перерізу  t  з умови його міцності; 
2) побудувати епюри дотичних  y  та нормальних  y  напружень. 


















Рис. 5.31 Рис. 5.32 
5.33. Дано: плоска рама, 1 мa  , 12 кН мq  , 20 кНP  , 60   , 
45   . 
Необхідно: 
1) побудувати епюри поздовжніх сил, поперечних сил та згинальних 
моментів; 
2) показати рівновагу узла С. 
5.34. Біметалічна балка знаходиться в умовах чистого плоского згину. 
Дани розміри поперечного перерізу, згинальний момент M  та матеріали ша-
рів: 22 10  мh   , 21 10  мb   , 120 Н мM   , 5с 1 2 10  МПаE E   , 
5
а 2 0,7 10  МПаE E   . 
Визначити: 
1) положення нейтрального шару; 











, де a  – відстань нейтральної лінії 









Рис. 5.33 Рис. 5.34 
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   
 
, 
0 10 кН мq  , 3 мl  , жорсткість поперечних перерізів балки constEI  . 
Визначити: 
1) оптимальне значення довжини консолі a, при якому максимальні 
згинальні моменти будуть найменшими; 
2) побудувати епюри поперечних сил та згинальних моментів при 
знайденому розмірі a. 
3) побудувати епюри кутів повороту  x  та погинів  f x  поперечних 
перерізів балки. 
Відповідь: 1,12 мa  . 
5.36. Дано: на балку АВ діє зовнішнє навантаження  q x   
 18sin  кН мx
a
   
 
, де 1 мa  . 
Необхідно: 
1) побудувати епюри поперечних сил та згинальних моментів; 
2) підібрати з умови міцності балки двотавровий поперечний переріз 
при   110 МПа  . 



















M y[    ]
 
Рис. 5.35 Рис. 5.36 
5.37. Дано: у поперечному перерізі балки заданої форми з розмірами: 
50 ммR  , 100 ммH  , 12 ммh  , 10 ммt  , 120 ммB   діє згинальний мо-









1) при   120 МПа   визначити допустиме значення  M  з умови міц-
ності перерізу; 
2) побудувати епюру розподілу деформацій та напружень у попереч-
ному перерізі балки вздовж осі симетрії перерізу. 
Відповідь:   28,8 кH мM   . 
5.38. Найбільше нормальне напруження в поперечному перерізі балки 
дорівнює 360 МПа. Знайти роботу сили Р при 220 20 ммa a    (балка), 
5
б 2 10  МПаE    (балка), 
2
т 20 ммF  , 
5
т 0,7 10  МПаE    (трос). 
Відповідь: 7,2 ДжPA  . 











Рис. 5.37 Рис. 5.38 Рис. 5.39 
5.39. Балка довжиною l навантажена розподіленою силою, інтенсив-









реакції опор. Побудувати епюри поперечних сил та згинальних моментів. 






R      
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M M l q      
. 
5.40. Двотавр згинається у вертикальній площині. Визначити частки 
згинального моменту M  та поперечної сили Q , які сприймаються матеріа-
лом стінки та полиць двотавра. 
Відповідь: cт 0,095M M ; п 0,905M M ; cт 0,81Q Q ; п 0,19Q Q . 
5.41. При навантаженні балки за допомогою тензометра визначена де-
формація ε. Розрахувати величину моменту M, якщо також відомі пружні ха-
рактеристики матеріалу, довжина балки l, ширина b та висота h прямокутно-












5.42. Призматична балка з поперечним перерізом у формі трапеції зги-
нається, при цьому стиснута верхня частина трапеції. Розрахувати відношен-
ня 1 2b b , при якому вага балки мінімальна, якщо допустимі напруження на 











5.43. Гумовий брус прямокутного поперечного перерізу 10 15 см  
щільно вставлений в сталеву обойму товщиною 2 мм . Користуючись гіпоте-
зою плоских перерізів, визначити значення згинального моменту, який руй-
нує обойму, якщо границя міцності матеріалу обойми 500 МПа . 










q b  
Рис. 5.40 Рис. 5.41 Рис. 5.42 
5.44. Знайти розподіл нормальних напружень по поперечному перерізу 
балки, що складається з двох різних матеріалів. Згин відбувається в вертика-
льній площині. Вважати, що виконується гіпотеза плоских перерізів. Дано: 
згинальний момент M, піввисота h і ширина b поперечного перерізу, модулі 





для нижньої частини перерізу,
12
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5.45. Для консольної балки вивести формулу для визначення дотичних 
напружень, що діють в поперечному перерізі, та побудувати їх епюру. Дано: 
інтенсивність рівномірно розподіленої поздовжньої сили q, висота h і ширина 










  . 
5.46. Побудувати епюру дотичних напружень, що виникають в прямо-
кутному поперечному перерізі балки. Дано: інтенсивність рівномірно розпо-













Рис. 5.43 Рис. 5.44 Рис. 5.45 
5.47. Дві консольні балки рівного опору згину мають однаковий квад-
ратний поперечний переріз в защемленні і навантажені однаковими силами 
на вільному кінці. У однієї балки вздовж осі змінюється ширина, у другої – 
висота. Яка балка легша і в якій максимальний прогин більше? 





5.48. Яку початкову форму потрібно надати сталевій пластині прямоку-
тного поперечного перерізу 26 1 смb h    і довжиною 2 мl  , щоб під дією 
сили 480 НP   вона повністю торкалась гладкої жорсткої основи і при цьо-
му тиск рівномірно розподілявся вздовж довжини пластини? Модуль пруж-
ності при розтягу E.Чому дорівнює максимальне напруження max ? 
Відповідь:  
4 2 2 2
8 4 6 24




     
 
, де q – рівномірно розподіле-






   . 
5.49. На абсолютно жорсткій основі лежить смуга прямокутного попе-
речного перерізу b h  з погонною вагою q і модулем пружності при розтягу 
E. Визначити, на якій довжині a смуга підніметься над площиною при прик-















5.50. Двохконсольна балка довжиною l постійного поперечного перері-
зу навантажена, як показано на рис. При якому положенні опор ( ?a  ) дов-










5.51. Стержень АВС шарнірно закріплений на стержнях 1, 2, 3. Визна-
чити горизонтальне переміщення стержня АВС при дії моменту M. Дано: M, l, 




















Рис. 5.46 Рис. 5.47 
5.52. Дано: q, l. Знайти значення моменту M, при якому максимальний 





























Р о з д і л  6 
СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАЛЬНІ СИТЕМИ 
 
6.1. Розтяг і стиск 
 
6.1.1. На трьох однакових балках 1, 2, 3 вільно спочиває абсолютно жо-
рсткий брус (АВ) постійного перерізу. Визначити розмір a, при якому напру-
ження в балках від ваги бруса не перевищать 100 МПа . 1,2 кНP  , 


























L LL  
Рис. 6.1 Рис. 6.2 Рис. 6.3 
6.1.2. Вважаючи  , Е, F, l заданими, встановити, при якому значенні 








6.1.3. Сталевий брус нагрітий до температури t. Визначити, при якому 
значенні сили Р переріз А – А не переміщається. 
Відповідь: P tEF  . 
6.1.4. Прямолінійний брус постійного поперечного перерізу розміще-
ний між абсолютно жорсткими опорами А и В і попередньо стиснутий силою 
Р. Яку силу 1P  необхідно прикласти в перерізі С – С, щоб напруження в пе-
рерізах 1-ої і 2-ої ділянок бруса мали б однакові абсолютні значення? 
Відповідь: 1 6P P . 
6.1.5. Сталевий брус, що має змінний поперечний переріз вздовж осі 
(прямий круговий усічений конус) закріплений без зазору або натягу між 
двома абсолютно жорсткими опорами A і B і потім охолоджений на 50t   . 
Дано: 28 10  мd   , 1 мl  , 52 10  МПаE   , 5 11,2 10  градt
    . 
Необхідно визначити: 
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1) поздовжню силу, що діє в поперечних перерізах бруса; 




























Рис. 6.4 Рис. 6.5 Рис. 6.6 
6.1.6. Знайти залежність переміщення K  точки прикладення сили P від ве-
личини 2F  – площі поперечного перерізу стержня CD . Дано: 1 2F F F  , 
прийняти 2F nF . 
Відповідь: 





  . 
6.1.7. Стержень круглого змінного поперечного перерізу, у якого діа-
метр змінюється вздовж осі за законом: 200 2( )
d d
d x d x
d

  , де 0d , d  – діа-
метри торцевих перерізів, навантажений зосередженою силою Р. Побудувати 





 . Власну вагу стержня не 
враховувати. 
Відповідь: 0,328N P   на лівій половині стержня; 0,672N P  на пра-




























Рис. 6.7 Рис. 6.8 Рис. 6.9 
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6.1.8. Загвинчуванням гайок на болтах 1–1 стержень 2 виявився стисну-
тим силою 1 40 кНP  . Потім до поперечок АВ були прикладені сили 
2 100 кНP  . Визначити, які напруження діють в болтах і стержні після прик-
ладення сил 2P . Діаметр болтів 1 2 смd  , діаметр стержня 2 3 смd  . Болти 
сталеві – 51 2 10  МПаE   , стержень чавунний – 
5








































6.1.9. Який кут   потрібно надати силі Р, щоб вертикальний стержень 









   
 . 
6.1.10. Металевий стержень, що жорстко закріплений з двох кінців, має 
два варіанти виконання. У якому із вказаних варіантів виникають більші но-
рмальні напруження при однаковій зміні температури t ? Визначити найбі-
льшу можливу різницю вказаних напружень. Площі 1F  і 2F  пов’язані нерів-
ністю 1 2F F . 









; 2 max 1
1 2max
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Рис. 6.10 Рис. 6.11 
6.1.11. Абсолютно жорсткий стержень повинен бути підвішений на 
трьох пружних стержнях. Перед складанням конструкції крайні стержні 1 і 3 
мали однакову довжину 200 смl  , а центральний був коротшим на величи-
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ну 0,25 см  . Визначити напруження, що виникають в стержнях після скла-
дання конструкції за рахунок вказаної різниці довжин (явищем втрати стій-
кості знехтувати). Задані площі поперечних перерізів ( 22 2 смF  , 
2
1 3 1,5 смF F  ) та модуль пружності матеріалу (

















    . 
6.1.12. Стержень довжиною l  вставлений без зазорів між двома абсо-
лютно жорсткими стінками та нагрітий так, що температура матеріалу змі-
нюється вздовж осі стержня за законом     nA B At z t t t z l   , де 10At   , 
55Bt 
  – температура в кінцевих перерізах A і В. Одержати формули для ро-
зрахунку реакцій в опорах та напруження в стержні, що виникають за раху-
нок нагрівання. Виконати розрахунок реакцій та напруження, якщо площа 
поперечного перерізу стержня 220 смF  , модуль пружності матеріалу 
52 10  МПаE   , коефіцієнт лінійного розширення 7 1125 10  град    , 2n  . 





























Рис. 6.12 Рис. 6.13 Рис. 6.14 
6.1.13. Система складається із абсолютно жорсткого горизонтального 
важеля та двох однакових пружних ниток. Після підвішування вантажу Р те-
мпература ниток може рівномірно змінюватися як в сторону збільшеннятак і 
в сторону зменшення. Площа поперечного перерізу кожної з ниток дорівнює 
F, модуль пружності Е, коефіцієнт лінійного розширення  . Встановити ме-
















то 1 0N  , 2
3
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    
 





N P  . 
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6.1.14. Абсолютно жорстка і невагома балка АВ знаходиться під дією 







   
 
, де 0 100 кН мq  , 4 мl  . 
Стержень BD сталевий з площею F, 5c 2 10  МПаE   ,  c 200 МПа  , 
0,6 мb  . Стержень ВС – із алюмінієвого сплаву з площею 2F , 
5
ас 0,7 10  МПаE   ,  аc 80 МПа  , 0,4 мa  . Визначити F з умови міцності 
стержнів. 
Відповідь:   21,7 смF  . 
6.1.15. Систему створюють три концентрично розташованих циліндри. 
Диски, за допомогою яких з’єднуються циліндри, та опорні поверхні абсолю-
тно жорсткі. Дано: 1 1 смd  , 1 14 смl  , 
5
1 2 10  МПаE   , 2 1,2 смd  , 
2 4 смl  , 
5
2 0,7 10  МПаE   , 3 2,2 смd  , 3 15 смl  , 
5
3 1,1 10  МПаE   , 
2 2 смD  , 3 2,8 смD  , 10 кНP  . Визначити напруження, що діють в попе-
речних перерізах кожного із циліндрів, а також переміщення сполучних дис-
ків. 
Відповідь: 1 71 МПа  ; 2 17 МПа  ; 3 19 МПа   ; нижн   






























E F l1 1 1
E F l2 2 2
E F l3 3 3
 
Рис. 6.15 Рис. 6.16 Рис. 6.17 
6.1.16. Дві балки довжиною а та 2а, у яких однакові жорсткості попе-
речних перерізів б бE I , з’єднані стержнем ( l , с сE F ). Нижня балка навантаже-
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6.1.17. Абсолютно жорстке плоске тіло вагою G, що шарнірно закріп-
лене в точці А і підвішене на трьох шарнірно обпертих стержнях, навантаже-
не зосередженою силою Р. Стержні мають однакові довжину l , площу попе-
речного перерізу F і виготовлені із матеріалу з модулем пружності Е. Дано: 
Р, G, а, 1h , 2h , 3h . Визначити зусилля в стержнях 1N , 2N , 3N . 
Відповідь: 11 2 2 2
1 2 3






; 22 2 2 2
1 2 3






; 33 2 2 2
1 2 3







6.1.18. Жорстко закріплена в опорі В балка шарнірно з’єднана зі стерж-
нем 2. Стержні 1 і 2 шарнірно закріплені в опорах 1O  і O . Між кінцем стерж-
ня 1 1A  і вузлом A  є зазор  . Стержень 1 нагрівається на 100t 
 . Величина 
зазору 1l t     при 5 11,2 10  град    . Характеристики балки: б 2 мl  , 
5
б 0,7 10  МПаE   , 
4 4
б 22,5 10  мI
  ; стержнів 1 і 2: 1 2 1 ìl l l   , 1 2E E   
52 10  МПаE   , 4 21 2 2 10  мF F F
    . Необхідно, після вибору зазору   
при нагріванні стержня 1 і з’єднання стержня 1 із стержнем 2 та балкою бол-
том у вузлі A , визначити зусилля, що виникають у стержнях 1 і 2 і на кінці 
















; 1 2 34,2 кНN EF t N    ; 
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Рис. 6.18 Рис. 6.19 Рис. 6.20 
6.1.19. Стержнева система навантажена силою Р. Визначити зміну тем-
ператури 1t  першого стержня, при якій точка В переміщається точно по вер-









6.1.20. В чотирьох однакових стержнях створені однакові початко-
ві зусилля 0N . Визначити зусилля в стержнях 1, 2, 3, які виникнуть піс-




N N ; 2 0
1
3
N N ; 3 0
4
3
N N . 
6.1.21. Абсолютно жорстка балка AB  вагою G  підтримується двома 
стержнями, матеріал і поперечний переріз яких однакові, Який має бути за-






  , якщо 2 12 0N G N   ; 
5Gl
EF
  ; якщо 
: 2 12 0N G N   ; де 1N , 2N  – зусилля в стержнях, між якими і балкою до 


















Рис. 6.21 Рис. 6.22 
6.1.22. Визначити монтажні напруження в стержнях, якщо один із діа-
гональних стержнів зроблений на 0,1 %  коротшим проектного розміру. Дано: 
l, Δ, E, F. 
Відповідь: 
 1 2 3 4 2 2 2
EF
N N N N
l

    

; 











6.2.1. Зі стержнем 1, що защемленим в перерізі А, з’эднаний абсолютно 
жорсткий елемент, до якого шарнірно приєднані два однакових стержня 2. 
Дано: момент М і розміри елементів, які виражені через діаметр d, модуль 
пружності при зсуві 0,4G E . У скільки разів відрізняється фактичний кое-
























Рис. 6.23 Рис. 6.24 
6.2.2. Мідний стержень круглого поперечного перерізу встановлений в 
сталеву трубку так, що виключає їх прокручення один відносно одного. Ви-
значити з умови міцності даної конструкції допустиме значення моменту 
 M , якщо: 24 10  мD   , -2 = 3,2 10  мd  ,  = 0,1 ма ,  = 0,15 мb , 
5
cт  =0,8 10  МПаG  , 
5
м  = 0,35 10  МПаG  , cт[ ]  = 80 МПа , м[ ]  = 40 МПа . 
Відповідь:    = 1,29 кН мM  . 
6.2.3. Визначити відношення 1l l , при якому ділянки валу з круглими 
поперечними перерізами будуть мати однакову міцність (будуть однаково 
небезпечними). 


















Рис. 6.25 Рис. 6.26 
6.2.4. Дано: 0 50 кН м мm   , 
25 10  ма d    , 21 5,4 10  мd
  , 
2
1 7 10  мD
  , 1 2 0,5 мl l  , 3 0,65 мl  , 
5
т 1 0,4 10  МПаG G    (тітан), 
5
а 2 0,3 10  МПаG G    (алюміній), 
5
c 3 0,8 10  МПаG G    (сталь). Опори А і 
В абсолютно жорсткі і нерухомі. З’єднувальний диск С абсолютно жорсткий 
і рухомий. 
Визначити: 
1) найбільші напруження, що діють в елементах із алюмінієвого і тіта-
нового сплавів; 
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2) кут повороту з’єднувального диска С після прикладення наванта-
ження 0m ; 
3) кут повороту перерізу k–k після прикладення навантаження 0m . 
Відповідь: 1max 42 МПа  ; 2max 32 МПа  ; 0,0155C  ; 0,0460K  . 
6.2.5. Дано: вал із прямокутним, круглим порожнім і тонкостінним ква-
дратним поперечним перерізом на ділянках навантажений на середній ділян-
ці розподіленим моментом xm . В опорах А і В вал жорстко закріплений, але 
опора А має можливість переміщення в поздовжньому напрямку (вздовж осі 
х). При заданих: 5 кН м мxm   , 0,2 ма  , 40 ммD  , 2 мм   і модулі 
пружності при зсуві 50,8 10  МПаG    визначити значення k, при якому най-
більші дотичні напруження на першій та третій ділянках однакові: 
1max 2max   . 










Рис. 6.27 Рис. 6.28 
6.2.6. Сталеві труба і вал на правому кінці зварені між собою. Визначи-
ти максимальні дотичні напруження, що виникають в перерізах труби і валу 
при  = 2 кН мM  , 30 ммd  . 




6.3.1. За допомогою гайки 1, що має різьблення з кроком t ,змінюється 
довжина тяги OD. На який кут потрібно повернути гайку після навантаження 
силою Р, щоб забезпечити рівність нормальних напружень в перерізах В і С 
стержня? Дано: t , P , l , E , F , 2
1
3





  . 
6.3.2. Кінцева опора В одержує кутове переміщення  . Знайти пари сил 











































Рис. 6.29 Рис. 6.30 Рис. 6.31 
6.3.3. При якому значенні q  зазор   закривається? Знайти найбільше 












  . 
6.3.4. Балки 1 і 2 встановлені з просвітом c та мають контакт в перерізі 
К. Як зміниться величина просвіту при навантаженні силою Р і чому дорів-
нює його найбільше значення? Дано: P , l , E , I . 



































Рис. 6.32 Рис. 6.33 
6.3.5. Визначити зазор між середньою опорою і балкою, при якому зна-
чення згинальних моментів в перерізах К і С балки (в прольоті та на опорі) 






  . 
6.3.6. Плоска рама зроблена із стержнів квадратного поперечного пере-
різу. Знайти найбільші нормальні напруження при навантаженні рами силою 



















Рис. 6.34 Рис. 6.35 Рис. 6.36 
6.3.7. Балка підсилена трьома шарнірно з’єднаними стержнями (шпрен-
гелем). Визначити площу перерізу стержнів, при якій вертикальне перемі-
щення точки C  буде в 2 рази менше максимального прогину балки без 
шпренгеля. Момент інерції балки I  та параметри ,l   задані. Площі всіх сте-













6.3.8. При складанні конструкції переріз С балки АВ та переріз С стер-
жня CD повинні бути примусово з’єднані. Визначити силу взаємодії балки і 
стержня, що виникає при цьому, якщо дано:  , l , h , б бE I , с сE F . 




E I E F
P




























Рис. 6.37 Рис. 6.38 Рис. 6.39 
6.3.9. Найбільші нормальні напруження, що виникають в момент за-
криття зазора  , відповідають силі P . При подальшому збільшенні цієї сили 
вказані напруження подвоюються. У скільки разів при цьому збільшиться 
сама сила P ? Дано EI , l . 
Відповідь: в 3 рази. 
6.3.10. Дві балки однакової жорсткості EI  торкаються у всіх точках до 
навантаження і в точках А, В – після навантаження. Знайти максимальний за-






   . 
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6.3.11. Дві консольні балки AB  і CD , що навантажені силою P , 
взаємодіють за допомогою катка, розташованого в точці B . Жорсткості 


















Рис. 6.40 Рис. 6.41 
6.3.12. До прикладення навантаження P  між балкою АВ і стійкою CD є 
зазор  . Яка його величина, якщо після навантаження згинальний момент в 
середині балки АВ дорівнює нулю? Матеріал стержнів АВ и CD однаковий. 




























Р о з д і л  7 
СКЛАДНИЙ ОПІР 
 
7.1. Дерев'яна балка прямокутного поперечного перерізу (рис. 7.1) дов-
жиною 2,4 мl  , шарнірно оперта по кінцях, навантажена посередині про-
льоту зосередженою силою F. На встановлених в небезпечному перерізі бал-
ки тензометрах A і B з базою 20 мм і збільшенням в 1000 разів були зафіксо-
вані такі зміни відліку: A – зменшення на 9 мм, B – збільшення на 6 мм. Ви-
значити величину і напрямок навантаження F, а також величину найбільшого 
нормального напруження в балці. 
Відповідь: 8,38 кНF  , max 7,5 МПа  . 
Рис. 7.1 
Рис. 7.2 Рис. 7.3 
7.2. Тензометр 1 (рис. 7.2) вказує на відсутність лінійних деформацій. 
Поклавши 1 3  , знайти величину пари сил М, якщо сила 1 кНF  , а діа-
метр стержня 32  ммd  . 
Відповідь: 0,002 кН мМ   . 
7.3. Відомо, що в точці К лінійні деформації під кутом 45º до твірної 
кругового стержня радіуса 100 ммr   (рис. 7.3) дорівнюють нулю. Крутний 
момент  5 кН мM   , коефіцієнт Пуассона матеріалу стержня 0,25  . Знай-
ти найбільше нормальне напруження max . 
Відповідь: max 18,2 МПа  . 
7.4. Матеріал балки (рис. 7.4) – бетон з різними границями міцності на 
розтягання 
PB 0
    і стискання 
CTB 0
5   . Поперечний переріз балки – рів-
нобедренний трикутник з висотою h і основою b. Проліт балки l . Знайти оп-
тимальний початковий натяг арматури, розташованої по лінії центрів ваги 
поперечних перерізів, тобто такий натяг оптN , за якого несуча здатність бал-



















 , де Bn  – коефіцієнт запасу мі-





7.5 Розподілене навантаження займає половину площі торцевого пере-
різу стержня (на рис. 7.5 заштрихована). По виміряній деформації 0,002   
ребра ВВ визначити кут нахилу торцевого перерізу. 

































Р о з д і л  8 
СТІЙКІСТЬ 
 
8.1. Визначити критичну силу крP  для стержня довжиною l зі згиналь-
ною жорсткістю EI, у якого верхній кінець вільний, а нижній – пружно заще-
млений, причому коефіцієнт жорсткості защемлення (момент, що виникає 
при одиничному куті повороту нижнього перерізу стержня) дорівнює c . З 
метою спрощення визначення крP  прийняти, що в першому наближенні тан-

























Рис. 8.1 Рис. 8.2 Рис. 8.3 
8.2. Скласти диференціальне рівняння зігнутої осі шарнірно закріпле-
ного стержня, який навантажений рівномірно розподіленою силою інтенсив-
ності q. Жорсткість стержня EI. 
Відповідь: 0x xEIw qxw   . 
8.3. Шарнірно обперта стійка стиснута поздовжньою силою P . Момен-
ти інерції поперечного перерізу: верхньої половини стійки – 1I , нижньої – 2I . 






l Р l РI
IEI EI
  . 
8.4. Дано: Е, I, l, 2 1P P n . 
Визначити: 1крP , 2крP . 
Відповідь: 
 1кр 1кр 11
tg tg 0
2 1 2



























Рис. 8.4 Рис. 8.5 
8.5. Визначити величину допустимого стискаючого зусилля і допусти-
ме напруження для стійки прямокутного поперечного перерізу 12 20 см  до-
вжиною 6 м , що виготовлена із деревини з модулем пружності при розтягу 
50,09 10  МПаE    та границею пропорційності пц 15 МПа   (на рис. пока-
зані дві проекції стійки). Коефіцієнт запаса стійкості ст 3n  . 
Відповідь:  ст 65,8 кНP  ;  ст 2,74 МПа  . 
8.6. Дано: 4 41 3 6,24 10  смI I I    , 
5
1 2 3 2,07 10  МПаE E E E     . 
Визначити: ст фn  (фактичний коефіцієнт запаса стійкості). 












Рис. 8.6 Рис. 8.7 
8.7. Визначити, при якому підвищенні температури t  стиснутий стер-
жень втратить стійкість. Дано: Δ, l, D, d D   ,  (коефіцієнт лінійного тем-
пературного розширення). 
Відповідь: 













 , де 0,5  . 
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Р о з д і л  9 
ДИНАМІЧНІ ЗАДАЧІ 
 
9.1. Сталевий стержень постійного перерізу обертається навколо верти-
кальної осі з постійною кутовою швидкістю   (рис. 9.1). Визначити допус-
тиму за умовою міцності найбільшу довжину стержня maxl  за частоти обер-
тання 1200 об хвn  . Знайти також частоту обертання грn , за якої стержень 
розірветься, якщо maxl l . Дано:   100 МПа  , В 800 МПа  , 37,83 т м  . 









9.2. Стержень довжиною l і діаметром d обертається навколо осі О-О, 
яка проходить через середину його довжини (рис. 9.2), з кутовою швидкістю 
 . На кінцях стержня закріплені дві однакові маси m. Густина стержня  , 








l d l m
Ed

   

. 
9.3. Стержень АВ (рис. 9.3), прикріплений шарнірно в точці А до осі х-х, 
обертається з постійною кутовою швидкістю  . Знайти, на скільки розтяг-
неться пружина внаслідок повороту стержня відносно опори А під дією сил 
інерції, якщо діаметр пружини D, діаметр дроту, з якого виготовлена пружи-
на, d, кількість витків n, модуль зсуву матеріалу пружини G. Дано: питома 






r F lD n





9.4. Замкнений контур АВСD (рис. 9.4), утворений стержнями круглого 
поперечного перерізу з діаметром d, які шарнірно з’єднані між собою, обер-
тається навколо осі симетрії О-О, обертається з кутовою швидкістю  . Ко-
ристуючись умовою міцності, визначити довжини стержнів із заданим спів-
відношенням розмірів 2AB BCl l , якщо для матеріалу стержнів відомі допус-
тиме напруження    і питома вага  . 
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9.5. Як зміниться відстань між точками A і B рами (рис. 9.5) під дією 
сил інерції при її обертанні навколо осі n-n з частотою  . Модуль пружності 
матеріалу рами E, питома вага  . Площа поперечного перерізу стержня, з 







  . 
9.6. Квадратна рамка обертається навколо осі n-n з кутовою швидкістю 
 . Знайти з основної умови міцності на згинання діаметр стержня, з якого 

















9.7. Стержень довжиною l (рис. 9.7), нахилений до горизонтальної 
площини під кутом   несе на своєму вільному кінці вантаж вагою Q і обер-
тається з постійною кутовою швидкістю   навколо вертикальної осі. Визна-
чити найбільше нормальне напруження в небезпечному перерізі стержня, 
якщо вага одиниці довжини стержня q, площа поперечного перерізу стержня 
А і момент опору W задані. 
Відповідь:  
2 2 2 2
2max






sin cos sin .
12 8
l m d l g m d l
g gd
l m d l gl m d l
g gd
     
              
     
     
                  
 
9.8. Визначити допустиму швидкість обертання круглого вала (рис. 
9.8), з яким жорстко з’єднані стержні прямокутного перерізу b h  з закріпле-
ними на них масами 1 2 40 кгm m m   . Усі необхідні розміри показані на 
рисунку. Матеріал вала та стержнів – сталь 20 з допустимим напруженням на 
розтягання   166 МПа   та питомою вагою 3 378 10  Н м   . 
Відповідь: 17,79 с . 
9.9. Вантаж вагою Q (рис. 9.9) обертається з постійною кутовою швид-
кістю   в горизонтальній площині і утримується сталевою пружиною, дов-
жина якої l, середній діаметр D, а діаметр дроту, з якого вона виготовлена, d. 
Знайти видовження пружини та найбільше дотичне напруження, якщо вона 
має n витків. Тертям вантажу об горизонтальну площину знехтувати. Знайти 
































  . 
9.10. Плоска стержнева конструкція з зосередженою масою m закріпле-
на на абсолютно жорсткому валу, який обертається з кутовою швидкістю 
Const  навколо вертикальної осі (рис. 9.10). Побудувати епюри внутріш-
ніх силових факторів N, Q, M, що виникають лише за рахунок відцентрових 







9.11. Однорідний диск масою m і радіусом R закріплений на пружному 
невагомому стержні довжиною l і діаметром d, з модулем пружності матеріа-
лу при зсуві G (рис. 9.11). Диску задали початковий кут повороту 0  та поча-
ткову кутову швидкість 0 , після чого він здійснює вільні коливання. Вивес-


































РОЗВ’ЯЗАННЯ ТА ВКАЗІВКИ 
 
Розділ 1 
НАПРУЖЕННЯ І ДЕФОРМАЦІЇ В ТОЧЦІ ТІЛА 
 
1.1. За рахунок поперечної деформації, пов’язаної з обтисненням стер-
жня в нижній його частині, стержень мав би видовжиться. Через абсолютну 
жорсткість опор це призведе до виникнення опорних реакцій, які стискати-
муть стержень. Отже задача зводиться до визначення цих реакцій, і задача ця 
– статично невизначувана. Для її розв’язку скористаємось методом сил. 







Маємо один раз статично невизначну систему, для якої запишемо ка-
нонічне рівняння у вигляді: 
11 1 1 0PX    .  (1) 
Тут 11  переміщення торцевого перерізу стержня в основній системі від оди-
ничного навантаження (рис. 2) у напрямку Х1. Знайдемо його за способом 
Верещагіна: 
   
11
1 1 1 1 3
2 2
l l l
EA E A EA
   
   

.  (2) 
Переміщення торцевого перерізу стержня в основній системі від зада-
ного навантаження 1P  дорівнює абсолютній деформації стержня в напрямку 
осі х під дією рівномірно розподілених тисків по його гранях у нижній части-
ні. При такому розподілі тисків напружений стан у цій частині стержня буде 
однорідним, а вид – плоским (рис. 3). Скориставшись законом Гука, отрима-
ємо: 
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             . (3) 
Підставляючи (2) і (3) у (1), а також беручи до уваги, що переміщення 
11  і 1P  мають протилежний знак, отримаємо: 





y z y zP
l q q A q qEA
X
E l
   
    

. 
Тоді напруження у поперечному перерізі верхньої ( )в  і нижньої ( )н  
частин стержня відповідно дорівнюють: 
 
     1 2 2 0,3 70 50 24 МПа
A 3 3
в
y zв q qN X
A
    
          ; 
 
     1 0,3 70 50 12 МПа
2A 2 3 3
н
y zн q qN X
A
  
         . 





З умов рівноваги балки знаходимо, що опорна реакція 3AR F . 
Точка К належить нейтральному шару, де відсутні нормальні напру-
ження, а дотичні напруження – максимальні. Елемент, одна з граней якого 
належить поперечному перерізу, виділений навколо точки К (рис. 5), знахо-
диться в умовах чистого зсуву. Для цих умов головні напруження 
1 3 maxK       , і спрямовані вони під кутом 45
  до осі балки. 









    ,     (1) 
де 3AQ R F   – поперечна сила в перерізі К; maxzS – статичний момент по-
ловини двотаврового перерізу відносно головної центральної осі (для двотав-
 64
ра № 12 3max 38,5 смzS  ); 5 ммb   – товщина стійки двотавра; 
4403 смzI   
– головний центральний момент інерції двотавра. Отже 
max






           (2) 
Деформація у заданому напрямку в точці К, згідно з законом Гука 




        .    (3) 









  .     (4) 
Звідси 




3 3 1 10 403 10 5 2 10
2415,58 Н






       
  
   
. 
1.3. Пластина знаходиться в умовах чистого розтягання. Тобто в ній ре-
алізується лінійний напружений стан, коли головні напруження в усіх точках 
пластини 2 31 0;  p      , а головна вісь 1 збігається за напрямком з віс-




1. Знайдемо залежність кутових деформацій квадрата ABCD від кута 
 . 
Для цього знайдемо величину дотичних напружень на гранях квадрата: 





     . 





    . 
2. Встановимо залежність відносних лінійних деформацій діагоналей 
AC і BD від кута  . 
Відносно головної осі 1 напрямки діагоналей квадрата складають такі 
кути: 4AC     ; 4BD     . Тоді 
 
 
2 2 2 2
1 2 1
2 2 2 2
1 2 1
cos sin cos cos 4 ;
cos sin cos cos 4 .
AC AC AC AC
BD BD BD BD
p
p
             
             
 
За законом Гука 
     




cos 4 cos 4 ;
1







              
               
 
3. Знайдемо значення кута  , за якого деформації діагоналей будуть 
найбільшими. 
Ці значення кутів знайдемо з умови екстремальності отриманих функ-
цій. 
       
    
2cos 4 sin 4 2cos 4 sin 4
2 1






                    
 








   . 





     
 
. 
Аналізуючи отриманий результат, приходимо до висновку, що макси-
мальні деформації діагоналей мають місце, коли діагоналі збігаються з на-
прямками головних осей. 
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1.4. Стержень перебуває в умовах лінійного напруженого стану, коли 
1 F A  , 2 3 0    . 
Напруження в напрямку осей x, y, z (рис. 7) знаходять за формулою для 
прямої задачі напруженого стану  
2 2 2
1 2 3l m n       ,    (1) 
де l, m і n – спрямовуючі косинуси напрямку  . 
 
Рис. 7 
Позначимо 0 0 0,  ,  l m n  – спрямовуючі косинуси осей х, y, z відносно на-
прямку 1  відповідно. Спрямовуючі косинуси пов’язані умовою 
2 2 2
0 0 0 1l m n   .      (2) 
Виходячи з заданих умов навантаження стержня, скориставшись фор-
мулою (1), отримаємо 
2 2 2
1 0 1 0 1 0;  ;  x y zl m n         .    (3) 
За умовою задачі лінійні деформації в двох з трьох напрямків, напри-
клад y  і z , дорівнюють нулю. Скориставшись законом Гука, з урахуванням 
(3) запишемо ці умови у вигляді 
   









y y z x





                
                
.    












   
   
     (4) 














.    (5) 















   

. 
1.5. Щоб знайти деформацію відрізка АВ, потрібно знайти нормальні 
напруження в його та перпендикулярному до нього напрямках (рис. 8). На 
рис.8 також показані головні площадки, напруження на яких за величинами і 
напрямками дорівнюють тискам на торцях сталевої пластини. 
 
Рис. 8 
Відносна деформація в напрямку    
     
   
2 2 2 2
1 3 1 3
2 2 2 2 5
5
1 1
cos sin sin cos
1
10cos 45 5sin 45 0,3 10sin 45 5cos 45 0,875 10 .
2 10
AB E E 

                  
          
 
 
Оскільки при заданому навантаженні напружено-деформований стан 
пластини можна вважати однорідним, абсолютну деформацію відрізка АВ 
знайдемо як 
5 30,875 10 50 0,4375 10  ммAB ABl l
 
         . 
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1.6. Велика і мала осі еліпса, в який перетвориться коло, збігаються за 
напрямками з найбільшою і найменшою лінійними деформаціями елемента, 
тобто збігаються за напрямком з головними осями напружень і деформацій. 
Розв’язуючи обернену задачу напруженого стану, знайдемо величини і на-
прямки головних напружень: 
   









20 160 20 160 4 100 90 122,07  МПа.
2
z y z y zy
 
           
 
          
 
Отже 1 212,07 МПа  ; 3 32,07 МПа   . 









     
  
. 
Відносні видовження великої і малої осей еліпса 
   
   
3
1 1 3 5
3
3 3 1 5
1 1
212,07 0,3 32,07 1,108 10 ;
2 10
1 1






         

          

 
Положення еліпса у фронтальній грані елемента показана на рис. 9. 
 
Рис. 9 
1.7. В умовах чистого зсуву головні напруження: 1   ; 2 0  ; 
3   . Позначаючи задані напруження на гранях елемента у відповідності з 
вибраними осями (рис. 10), запишемо перший інваріант тензора напружень: 
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1 2 3x y z           , 
або 
 30 120 0x        . 
Звідси 150 МПаx     . 
 
Рис. 10 
Зрозуміло, що максимальне дотичне напруження за умов чистого зсуву 
і є діючим дотичним напруженням. Тобто max 1     .  
Розглянемо другий інваріант тензора напружень 
   
2 2 2
2
2 2 2150 30 30 120 120 150 10 60 20 23000 МПа.
x y y z z x xy yz zxI                
            
 
Для головних напружень в умовах чистого зсуву 22 1 3I      . Отже 
max 23000 151,66 МПа     . 
1.8. В умовах чистого розтягання в матеріалі стержня реалізується лі-
нійний напружений стан, а головна вісь напружень збігається з віссю стерж-
ня. Напруження у площадці  , що лежить у площині клеєного шару (рис. 
11), 
2




















    
    
   
. 











a h . 
1.9. Дана задача статично невизначувана. 
І. Розглянемо статичний бік задачі (рис. 12). 
 
Рис. 12 
Рівняння рівноваги вала запишемо у вигляді: 
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0A K K BM M M M    . 
Звідси A BM M  
ІІ. Геометричний бік задачі. 
I II III 0      . 











M M aM a M a
GI GI GI

   . 
Звідси 3A B крM M M  . 
Розглянемо ділянку ІІ. Тут 2 3кр КМ М . Елемент, виділений навколо 
деякої точки на цій ділянці знаходиться в умовах чистого зсуву: 








      
 
. 
Напруження на площадці, перпендикулярній до напрямку   (рис. 12) 
2 2cos sin sin 2 sin 2 ;
cos2 sin 2 cos2 .
2





            
  
        
 
За умовою задачі     . Тоді 




   . 




















    





Відома деформація   за законом Гука 
   3 3 3
16 2 11 1 16 2 16 2
3 3 3
KK K MM M
E E d d d E
  
    
         
     
. 
Тоді 
   
3 3 5 4
3 33 3 50 2 10 4,596 10 10 3,68 10  Н м





            
  
. 
1.10. При крученні вала у площадках х і у має місце чистий зсув (рис. 
13). За цих умов 0x y    ; 0xy  . 
 
Рис. 13 
Щоб знайти деформації   і  , виміряні датчиками, треба визначити 
напруження в цих напрямках: 
2 2
2 2
cos sin sin 2 sin 2 sin 2 ;
sin cos sin 2 sin 2 sin 2 .
x y xy xy xy





                
               
 
За законом Гука 
   
   4 4 4
5
1 1
sin 2 sin 2












           
         
      

 
По аналогії 42,81 10   . 
1.11. Позначимо розміри ребер кубика після деформації а1, а2, а3 (інде-




Тоді площі бічних граней після деформації 2 1 3A a a  і 1 2 3A a a . 
Вважаючи матеріал ізотропним, можна стверджувати, що розміри цих 
граней після деформації будуть також однаковими. Отже для розв’язанні за-
дачі досить розглянути зміну площі лише однієї з цих граней, наприклад гра-
ні 2, що перпендикулярна до осі 2. 
2 31
2 1 3 1
aa
A a a aa a
a a
       
 
. 












    











   . Отже 
2
2 3 3 3 3
2 1 1 1 1 1
a
A a
E E E E




















     





1.12. За чистого зсуву, в умовах якого перебуває пластина, головні на-
пруження 1 3     . Головна деформація 
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            .   (1) 
Щоб знайти величину зміщення   (рис. 15), розглянемо деформацію 
елемента зі стороною dx . 
 
Рис.15 
tgd dx dx      . 







      . 












, то величина переміщення точки прикладання сили 
2 b   . 
1.13. За рахунок поперечної деформації центрального кубика при стис-
канні його тиском р та опору з боку стінок абсолютно жорсткої обойми, цей 
кубик перебуватиме в умовах об’ємного напруженого стану (рис. 16). Бічні 




Напруження на гранях кубиків *x y p    ; z p  . 
Умова абсолютної жорсткості обойми може бути записана у вигляді 
0l  , де l – відстань між протилежними її стінками. Якщо сторона кубика а, 
то ця умова набуває вигляду: 
2 0б цx xa a       
Тут 
б
x  і 
ц
x  – відносні деформації у напрямку стінки обойми бічного і 
центрального кубиків відповідно. 
З урахуванням закону Гука 
 12 0x x y zE Ea
          
 , 
або, за умови, що x y   , 
 2 0x x x z         






1.14. Користуючись принципом суперпозиції, подамо процес деформу-
вання кубика у два етапи. На першому етапі вибирається менший зазор у на-





Тиск представимо як суму 
p p p   . 
Тут p  – величина тиску на першому етапі, коли за рахунок поперечної де-
формації вибирається менший зазор; p  – величина тиску на другому етапі, 
коли за рахунок поперечної деформації вибираються залишки більшого зазо-
ру (при цьому має місце плоский напружений стан кубика). 
На першому етапі в кубику має місце лінійний напружений стан, коли 
z p   . На другому етапі – плоский напружений стан, коли діють z p    і 
y . 
Запишемо за допомогою закону Гука вирази для лінійних деформацій в 
напрямку вказаних осей, маючи на увазі, що абсолютні деформації кубика в 











z z z z y
yz
y y y y z
yz
x x x z y
p
E E E a
p
E E E a
p
E E E a
                      

                     

                     
 
Складаючи ці вирази, отримаємо: 




   
 . 
Звідси 0,5  . 
1.15. Як і в задачі 1.14, навантаження, в даному випадку – циліндрич-
ного стержня, слід розглядати в два етапи. Так, за принципом суперпозиції 
навантаження подамо як суму: 
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F F F   .   (1) 
Тут F   – навантаження, що відповідає моменту перекриття зазору; F  – на-
вантаження, за якого на стінку трубки передається тиск величиною р. 
На першому етапі стержень перебуває в умовах лінійного напруженого 










На другому етапі напружений стан буде об’ємним. Проаналізуємо, які 












. Радіальні напруження 0x y p      . 
Напруження в коловому напрямку y  знайдемо з очевидної умови, що 
на другому етапі деформація в коловому напрямку 0  : 
  2
1 1 4














       
 
, а значить 0y y p       у будь-якій точці 
стержня. 
Приріст довжини діаметра стержня дорівнює подвоєному зазору. За-
пишемо цю умову, подавши цю деформацію як суму деформацій на двох 
етапах навантаження стержня: 





d F d F
d dx
E Ed d
                 
  – приріст діаметра на пер-
шому етапі навантаження за рахунок радіальної (поперечної) деформації сте-
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d F d F
d dx p p p p
E Ed d
                                  
 . Склавши ці 

























1.16. Оскільки у неголовних площадках нормальні напруження діють 
на розтягання, то і в головній площадці напруження діятиме на розтягання. 
Тобто max 1 0    , а min 2 3 0      . Тоді 
   2min 1 4 02 x y x y xy
 




   2 2 24x y x y xy        . 
Звідси співвідношення між напруженнями x , y , xy , коли виникає 
лінійний напружений стан в даній точці, 
2
x y xy    . 
1.17. Стержень знаходиться в умовах однорідного лінійного напруже-
ного стану. Відносні деформації радіуса в двох випадках навантаження сила-
ми 1F  і 2F , є поперечними деформаціями по відношенню до цих сил і, з ура-



















   
       
    

   
          
   (1) 
 
Тут 0r  – початкова величина радіуса.  
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Розділивши перше рівняння на друге, отримаємо: 
2
1 0 1 2
2
2 0 2 1
r r F r







2 1 1 2
0 2 2
2 1 1 2
F r F r
r




.     (2) 
Підставляючи (2) у перше рівняння системи (1), отримаємо 
 2 21 2 1 2
3 3
2 1 1 2
Er r r r





1.18. Зрозуміло, що головні площадки в будь-якій точці елемента пара-
лельні його граням (рис. 19). 
 
Рис. 19 
Спрямуємо напруження x  у напрямку абсолютно жорстких опор у бік 
розтягання. 
Обчислимо напруження на інших гранях:  
3














     
 
. 
Напруження x  знайдемо з умови, що деформація у напрямку опор А і 
В відсутня: 
 80
 1 0x y zx E          . 
Звідси    0,25 200 80 30 МПаx y z           . 
Позначимо головні напруження у відповідності до правила їх розстано-
вки  1 2 3     : 
1 80 МПа  ; 2 30 МПа   ; 3 200 МПа   . 
Обчислимо величини головних деформацій: 
    31 1 2 3 5
1 1
80 0,25 30 200 0,6875 10
2 10E
                  
; 
 2 0   
    33 3 1 2 5
1 1
200 0,25 80 30 1,0625 10
2 10E




1 2 3 0,6875 10 0 1,0625 10 0,375 10V
                . 
1.19. Об’ємна деформація в точці деформованого тіла 




       . Беручи до уваги, що у дужках маємо перший інва-
ріант тензора напружень 1 2 3 x y zI             , а також те, що за 
умовою задачі 0y   отримаємо 
 1 2V x zE
 
     .     (1) 
Деформація у напрямку осі y  за законом Гука: 
   1y y x z x zE E
              .   (2) 





















   




Модуль пружності матеріалу знайдемо з рівняння (2): 
    53
0,3






         
  
. 
1.20. Головні напруження в будь-якій точці стержня x z p      
 (рис. 20). 
 
Рис. 20 
В напрямку осі х напруження знайдемо з умови рівності нулю віднос-
ної деформації в напрямку абсолютно жорстких опор А і В: 
 1 0x x y zE           . 
Звідси   2x y z p         . 
Опорні реакції 
22A B xR R A pa     . 
1.21. Одне головне напруження відоме: 
110 МПаx     . 
Два інші головні напруження діють у площадках, повернутих навколо 
головної осі х на деякий кут   (рис. 21), який знайдемо за формулами обер-





21 1 2 90
arctg arctg 20
2 2 0 220
yz
y z
                  
. 




cos sin sin 2
0 220 sin 20 90 sin 40 32,12 МПа;
y z yz          





sin cos sin 2
0 220 cos 20 90 sin 40 252,12 МПа;
y z yz          
       
 
З урахуванням правила розстановки індексів при головних напружен-
нях  1 2 3      отримуємо: 1 252,12 МПа  ;  2 32,12 МПа   ; 
3 110 МПа   . 
1.22. Позначимо спрямовуючі косинуси нормалі до площадки довіль-
ного положення у системі головних осей ,  ,  x y z  (рис. 22)  cos ,l x n ; 




Нормальні напруження у цій площадці 
 2 2 2 2 2 21 2 3 1n l m n l m n                . 
Дотичне напруження знайдемо за формулою 
2 2
n np    , 
де 2 2 2np X Y Z    – повне напруження у площадці п. Тут X l  ; 
Y m  ; Z n  . Тоді 
     2 2 2 2 2 2np l m n l m n            . 
Тоді 
2 2 0n     . 
Отже n   ; 0n  , що й треба було довести. 
1.27. За чистого розтягання або стискання стержня в ньому реалізується 
однорідний лінійний напружений стан. 
Розглянемо чисте розтягання ( 1 2 3;  0       ) Відносна об’ємна 
деформація: 
   1 2 3




    














  , отримаємо 
1 2 1 2 1 2 1 2
V
F
V dV V Al Fl
E E E A E
       
        . 
Отже за чистого розтягання (стискання) абсолютна зміна об’єму зале-
жить лише від довжини стержня. 





      . 
Звідси     . 
Скориставшись формулами для прямої задачі плоского напруженого 
стану, отримаємо: 
       2 2 2 2cos sin sin cosK K              ; 








Кут   змінюється в межах 0 90    . 





.      (1) 
При 90    2tg 90   . Тоді 
K   .      (2) 








.     (3) 
Розглянемо два можливих варіанти співвідношення між величинами К і 
 . 
1. Перший варіант. 
;
1





         
.   (4) 
Оскільки 
0 1 2    або 
1
2   

,    (5) 




.      (6) 
2. Другий варіант. 
;





        
.   (7) 
З тих же міркувань, що і для першого варіанту, з аналізу двох умов (7) 
та з урахуванням (5) отримаємо 
K    .      (8) 




 ( K  ) та K     ( K   ). 
 86
1.29. За умовою задачі 
 
 
2 2 3 1







          









     

     
 
 2 3 1 2 32           . 
Звідси 








1.30. З умови абсолютної жорсткості тіла можна записати геометричну 
умову: 
0t pd d d      ,     (1) 
де td  – приріст діаметра за рахунок температурного розширення стержня; 
pd  – зміна довжини діаметра за рахунок дії тиску р збоку абсолютно жорс-




td d t     .      (2) 
Будь-яка точка стержня при дії рівномірного стискання в радіальному 
напрямку знаходиться в умовах однорідного плоского напруженого стану 
(рис. 1.21р), коли r t p     (доведення цього твердження можна знайти у 
розв’язку задачі 1.15). Тоді 
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     
1
p rp r t
pdd d
d d p p
E E E
 
















.      (4) 
Видовження стержня в осьовому напрямку пов’язане з температурним 
його розширення та з поперечною деформацією, викликаною тиском р. Тобто 
 0 2t p
l p
l l l l t p p l t l
E E
                      . 





    

. 
1.31. З умови абсолютної жорсткості опор: 
         1 2 1 2 0x xl l l l l
          . 
З урахуванням закону Гука: 
             1 1 1 2 2 2 0x y z x y zl lE E                      , 
або 
     1 2 1 2
1 2 1 2
4
0
R A A A A pl R l R l
p p p p
E A E A E A A
      
              
   
, 
























    
 4 41 2
4
2
80 1 10 4 10
100 МПа




   
  
   
. 
1.32. В умовах чистого розтягання (рис. 26), коли в будь-якій точці сте-
ржня має місце лінійний напружений стан, дотичні напруження на гранях 
елемента, що збігаються зі сторонами кута CBD, знайдемо за формулою: 
1 1
1 sin 2 sin90




      . 
Відносний зсув між напрямками х1 і у1 знайдемо за законом Гука: 




    
Отже, за чистого розтягання внаслідок зсуву величина кута між сторо-









Після повороту сили F на 90  (рис. 27) стержень перебуватиме в умо-
вах поперечного згину. У нейтральному шарі стержні, якому належить і його 
вісь (переріз стержня – прямокутник) реалізується чистий зсув. Площадки, 
повернуті під кутом 45  до осі стержня, є головними площадками. Тобто до-









1.33. Позначимо шуканий напрямок, у якому лінійна деформація відсу-
тня,   (рис. 28). Згідно з умовою 
 1 0
E  
      ; 





 2 2 2 2cos sin sin 2 sin cos sin 2x y xy x y xy                  ; 
     2 2cos sin 1 sin 2 0x y y x xy             ; 
     2 240 0,25 20 cos 20 0,25 40 sin 30 1 0,25 2sin cos 0             ; 
2 23cos 2sin 5sin cos 0       . 
Остаточно отримаємо квадратне рівняння відносно тангенса кута  : 
2 5 3tg tg 0
2 2
     . 
Корні цього рівняння:  1tg 0,5   і  2tg 3   . 
Тоді 
1 arctg0,5 26,56    ; 
 2 arctg 3 arctg3 71,56        . 
 
Розділ 2 
ГЕОМЕТРИЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ ПЕРЕРIЗIВ 
 
2.1. 
yz yzJ J yzF  . 
 
Нехай ,  y z  – головні осі. 
Тобто, 0yzJ  :  0yzJ yzF  . 
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1yzJy
F z
















(1) – рівняння гіперболи: 
– гіперболи   
1yzJy
F z
       при   0yzJ  ; 
– гіперболи   
1yzJy
F z
       при   0yzJ  . 
2.2. 
1 – прямокутник; 














(2 )(2 ) 2 1 4
4 4
12 36 3 2 3z z z
h x x
J J J x x hx x





























K  . 
 
2.3. Далі використаємо: 
 












   
;                                (1) 
 
3 2 3 2
2 2
ˆ 2 2 2 2
cos sin sin 2 0
12 12z z z zy
bh b hb h
J J J J
b h b h





3 3 2 2
2 2 2 2
const
з урахуванням (1) ,   0
66( ) 1
b h K K
K
b h K K


































   
  





















 ,  тобто    max1z zJ K J   . 
















Рис. 31 Рис. 32 















Розіб’ємо трикутник на AOC  і BOC . 
Так як z – вісь симетрії AOC , то z, y – головні осі AOC , а значить, 
1 0zyJ  . 
Аналогічно можна довести, що 2 0zyJ  . 
Остаточно, 1 2 0zy zy zyJ J J   . 
Таким чином, z, y –головні осі заданого трикутника. 




3 3 2 2
0 0 0
1 1 1 ( )
2 2 2 12 12 24z y
bh hb bh b h
J J J J
  
       
 
   . 
 
2.5. 1) Визначимо головні осі заданого перерізу, які проходять через центр 











Потрібно знайти z, y для яких 
 
1 2 0zy zy zyJ J J   . 
 
Розглянемо квадрат 1. 
Для квадрата будь-яка пара осей, що проходять через його центр ваги 











            при  . 
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Розглянемо коло 2. 
Так як вісь y – вісь симетрії кола, то z, y – головні осі, 
тобто, 
2 0zyJ  . 
 
Таким чином, 
1 2 0 0 0zy zy zyJ J J     , 
 
таким чином, z, y – головні осі заданого перерізу. 
2) Для визначення zJ  і yJ  використовуємо формули повороту і парале-
льного переходу для визначення моментів інерції: 
 
1 1 1 1
2 2
1 2 1 1 1 2cos sin sin 2z z z z y z y zJ J J J J J J             
 
 
24 4 2 4 4
2 2cos sin 0sin 2
12 64 4 12 642
a d d d a d      
             











    . 
 
2.6. 1) Визначимо nK . 
При згині max max / zM W  . При max constM   балка буде найбільшої 











2 2 2 2 22 2 3 2 3
3/ 222
1
6 6 6 1/ 1
z
b h b K dbh k b K d
W
Kb d K
         
    
; 
 
   
'
3 2 3 2 2
'









    











d K K K h
K
bK




Визначимо *K . 








. При ,  constM E   балка буде 
мати найбільшу жорсткість (найменший прогин). 
При maxz zJ J : 






   
 
. 
2.7. 1-ий спосіб. 
1) Для всіх перерізів будь-яка пара взаємно перпендикулярних центральних 










Рис. 36 Рис. 37 Рис. 38 
Доведемо це. 
а) Розглянемо пару елементарних площ: 
– для кола: 
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1 2dF dF dF  , 
 
1 2 1 2, z z y y   ; 
 
– для квадрата аналогічно; 
– для зірки: 
 
1 2dF dF dF  , 
 
1 2 1 2, z y y z   . 
 
Визначимо їх сумарний елементарний відцентровий момент інерції: 
– для кола і квадрата: 
 
 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0zy zy zydJ dJ dJ z y dF z y dF z y dF z y dF        ; 
 
– для зірки: 
 
 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0zydY z y dF z y dF y z dF z y dF      . 
 
Вибираючи відповідні пари елементарних площ таким чином, щоб за-




J dJ   
 
б) Очевидно, для всіх випадків: 
 











       . 
 
при будь-якому  , тобто будь-яка пара осей ,  z y

 є головними осями. 
2) Визначимо найбільш раціональне розташування перерізів при згині з 








  , тому, щоб max  було менше, повинно бути maxz zW W . 
 







 .                                                    (1) 
 
Для всіх перерізів: 
 
 2 2 2 2cos sin sin 2 cos sinz z y zy z zJ J J J J J           . 
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Таким чином, чисельник в (1) постійний для будь-якої осі z , тобто 
maxz zW W  при найменшому знаменнику max| |y . Звідси витікає, що для кола, 
квадрата і зірки їх розміщення буде раціональним при згині, якщо їх нейтра-
льна лінія співпадає з віссю í .ë.z . 
2-ий спосіб. 
Спочатку необхідно довести, що центр ваги зірки знаходиться в центрі 




Рис. 39 Рис. 40 Рис. 41 
Легко довести самостійно, що для усіх перерізів виконується: 
 
                                                      z yJ J                                                          (2) 
 
Доведемо, що для всіх перерізів  
 
                                                       0zyJ                                                          (3) 
 
Розіб’ємо кожен переріз на 4 однакові чверті: 
 
                                       1 2 3 4zy zy zy zy zyJ J J J J                                         (4) 
 
Виразимо  2zyJ , 3zyJ , 4zyJ  через 1zyJ , для чого використаємо формулу 
повороту для відцентрових моментів інерції (див., наприклад, зірку): 
 
          
   
   













cos 2 90 sin 2 90 ,
2
cos 2 180 sin 2 180 ,
2
cos 2 90 sin 2 90 .
2
z y
zy z y zy
z y
zy z y zy
z y








      

 
     

 





         (5) 
 
Підставивши (5) в (4), одержимо (3). 
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Доведемо за допомогою (2) і (3), що будь-яка пара центральних осей 
,  z y

 є головними осями, тобто 
 
0 при zyJ   . 
 







      при будь-якому  . 
 
Доведемо за допомогою (2) і (3), що момент інерції відносно будь-якої 
центральної осі z

 однаковий, тобто 
 
                                                        при z zJ J  .                                              (6) 
 
 2 2 2 2cos sin cos sinz z y z zJ J J J J          при будь-якому  . 
 
Проаналізуємо, як повинна розташовуватися нейтральна лінія в балках 





























Таким чином, для кола, квадрата і зірки їх розміщення буде раціональ-
ним при згині, якщо minh h , тобто їх нейтральна лінія співпадає з віссю 
í .ë.z . 
2.8. Так як найбільше напруження при згині max
M
W
  , то більш міц-












Рис. 42 Рис. 43 
1) Виразимо розміри перерізів через один розмір D . 




2 2 2 2 3/ 2   ,  
4 2 2
D D D
D b h b D h h b         ; 
 
F F  :  
4 4 3 3
  1
4 4 2 2
D d D D
bh d D
 




2) Визначимо і порівняємо  ³ W W  : 
 




























Тому круглий кільцевий переріз міцніший. 
2.9. Момент інерції заданого перерізу відносно осі y 
 












Момент інерції квадрата 
 
   2 2 2 2sin cos sin cosy y v u v uJ J J J J J               
  3 42 2 4
12 3u
b b
J b   . 
 






64 2 4 64 64 1024y
b
d d d d
J b




Таким чином, шуканий момент інерції (див. (1)) 
 
3 4 44 5 2048 152
3 1024 1536y
J b b b
  
    . 
 
2.10. Нехай О – середня точка гіпотенузи. 
Для визначення 
1 1z y
J  зробимо два паралельних переходи: 
– 1-й від відомих осей ,  z y  до центральних осей ,  c cz y , 





















   1 1 1 1 2 2 0 доведення див. в задачі 2.4z y zy zyJ J a b F a b F J       
 
2 1 2 1 5 2 5 2
0
3 2 3 2 2 6 3 6 3 2
bh bh
h h b b h h h h

























z центру ваги 
C в системі 
координат z, y 
Координати y1, 
z1 центру ваги C 
в системі коор-
динат z1, y1 
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Виразимо b  через відомий радіус R  і шукану висоту h: 
 





J h R h R   . 
 



















0,  тому 
4y
J h R h    . 
 
2.12. 1) Знайдемо h : 
3
3 42







       , 
 
24 6 смyh J  . 
 





















Для визначення yzJ  використаємо відомий факт (див. задачу 2.4) – від-
центровий момент інерції прямокутного трикутника відносно осей, які пара-
лельні його катетам і проходять через середину гіпотенузи ( 1 1,  y z  – для 
OBC  і 2 2,  y z  – для OBA ), дорівнює нулю, а також використаємо формулу 
паралельного переходу для відцентрових моментів інерції: 
1 1 1 1
2 2 2 2
 від осей ,  ,  ,    для ,
 від осей ,  ,  ,    для ,
c c
c C
y z y z y z OBC
y z y z y z OBA
   







2 3 2 3 2 3 3 2yz yz OBC yz OBA
h h h h h h h h
J J J
             
   




4 6 2 3 4 6 3 4 32 2
h h h h h h h h h            




                                     
2






                                       (1) 
 
Раціональний той переріз, в якому при однакових внутрішніх зусиллях 






1) При крученні: 
 








M W W a
W M W d
  







2 0,737 1     . 
 
При крученні більш раціональний круглий переріз. 
2) При згині: 
 




: : з урахуванням (1)
32
M W W a
W M W d








2 3 1,18 1    . 
 
При згині більш раціональний квадратний переріз. 
2.14. Визначимо координати ,  y z  шуканих точок P . Для цього викори-
стаємо формули паралельного переходу для моментів інерції: 
 
     2 2 2 2p yp zp yc zc cJ J J J z F J y F J z y F           
 








  . 
 












З (1) витікає, що p cJ J . 
2.15. 
1 1 2 2 3 3







y F y F y F
y
F
z F z F z F
z
F
   





1 1 2 2





y F y F






    
    
2 2
2 2
2 3 2 0,
2
2 3 2 0.
2
bh
H h H R r
bh
B b B R R r
      



















                            
   
2 2
2 3 2 3
2 2  
2 2
bh bh




     

                 (1) 
 
                                 
    
2 3 2






   

.                     (2) 
 
















2.16. Розглянемо узагальнену постановку даної задачі і доведемо, що 
одна з головних центральних осей (u) двох однакових і повернутих одна від-
носно одної на кут 90  фігур 1 і 2 проходить через центри ваги 1C  і 2C  фігур 
1 і 2. 
Позначимо: 
,  z yr r  – відстані, 
 
1 3F F F   – площі, 
 
1 21 2z z y
































1 21 2y y z
J J J  , 
 
1 1 2 21 2z y zy z y
J J J   . 
 
   1 1 2 21 2 1 1 1 1 2 2 2 2c c c c c cz y z y z y z y c c z y c cJ J J J z y F J z y F        
 
        2zy z y zy z y z yJ r r F J r r F r r F           , 
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   1 22 2 21 2 1 1 2 1 2c c cz z z z y z y z y yJ J J J r F J r F J J r F         , 
 
  2аналогічно = 2
cy z y z


















































        
 
 
2 2 2 2




z y z y y z y z z y
z y
z y z y
r r J J r F J J r F r r
r r F
r r r r
       
    




















   
1 1 2 21 2 1 1 1 2 2 2
 / 2 / 2zy zy zy z y z yJ J J J x a b F J x d c F                
 
   1 1 2 2/ 2 / 2x a b F x d c F    . 
 
Виразимо 1 2,  x x  через площі: 
 
 1 2 1 1 1
2 1 1 1
    / 2 1
/ 2
CC F F F x F
x d c
CC F F d c F
 
         
; 
 
 2 1 2 2 2
1 2 2 2
    / 2 1
/ 2
CC F F F x F
x a b
CC F F a b F
 










12 12 6z z z
mH mH mH
J J J       . 
 






























2.19. Очевидно, для кожного квадрата j  зі стороною ja : 
 
4 /12jz jJ a ; 
 

















z z z z z
aa
J J J J J a a
        
                 









12 4 16 2 4 8
a a a
a a a a
                      




4 4 4 4 8 12
1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...
16 162 4 8 2 2 2
a a               
   
. 
 
У дужках – геометрична прогресія: 
– перший член 1 1b  ; 
– спільний член  4 11/ 2 nnb
 ; 
– знаменник 41/ =1/ 2 =1/16n nq b b ; 
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J    . 
 
2.20. 
1 – KBD ; 
2 – KBO ; 
















                      1 2 3
1 1 1
2 2 2 2
h b c
F F F F Hb H h b hc

        ;                  (1) 
 
      
3 333 3
1 2 3 з урахуванням 112 12 12 12z z z z
h b cH h bHb hc
J J J J





 3 3 2 2
6 6

















































   ; 
 
cosa R  ; 
 




2 43 3 2 3 3 3 9cos sin
2 2 77 7
zy z y
R
J J abF R R R R          . 
 
2.22. 
                                                        2 2a R  ;                                              (1) 
 










































   ; 
 













  ; 
 
       
234 4
3
2 1 2 1 2 1 3 2 11 1
2
72 3 2 242 2 2
z
R R R RR
J R
    





     
  
4 4 44 2 1 3 2 1 1 2 2
з урахуванням 1








4 1 2 2






















1-ий доданок дорівнює нулю при  , так як 
1
0z vJ  , 
2-ий доданок дорівнює нулю при  , якщо 1 0
2













      . 
 
2.24. Доведемо, що 0zyJ   при будь-якому a : 
 






   ; 
 
 2 2 2 22 2 2 22 1sin 2 90 sin 22 2
z y z y
z y z y
J J J J
J J 




1 1zy z yJ J   при будь-якому a ; 
 
2 2 1 1zy z y z y zyJ J J J       при будь-якому a ; 
 












































2cos 2 3 2 2 3
a a a a
Am Am
   
             
    
; 
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1 1z y zy








        















0 0 1 1
cos2 sin 2 0
2
z y
















1-доданок дорівнює нулю при  , якщо 
1 1
0z yJ  , 
2-й доданок дорівнює нулю при  , якщо 1 1 0
2













J z y bh
bh bh



























0 0а) 0,     12
h b
y z h b






0 0б) 0,     12
b h
z y b h

    ; 
 
 0 0в) =0   z y b h  . 
 
2.27. За формулою повороту для моментів інерції: 
 
 2 2 1 1 1 1
1
cos2 sin 2 0 
2z y z y z y
J J J J             
 
  так як sin 2 0   при  , то 
1 1z y




























J J y J y F
J J z J z F




    

   

   
 
 














J J F y z Fz
Fz




0 0 2 0
z y zyJ J Jz z
F F

   ; 
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z y z y zyz yz y zy
J J J J JJ JJ J J
z
F FF F
   






z y z y zyJ J J J J
z
F







z y zy z yJ J J J J
z
F
   
  . 
 
Аналогічно знайдемо 0y : 
0












z y zy z yJ J J J J
y
F
   
  . 
 
2.28. З подібних трикутників: 
 
                                            b H h Bb H h
B H H


















H h hbh HW H h h

     ; 
 
   2const 1 2 0zW h H h h          ; 
 
                                         2 2
2
2 2 0  
3
h Hh h h H      .                              (2) 
 
Підставимо (2) в (1):  
1
3








N P Vx xx
F Fx x
 





































2 2 3 3
2
1 1 1
( ) ( )
3 3 3x x
r
V r x l r l x l l
l
            . 
 
































d 13 3( )
d 3 ( )
( )
r Pl
P x l l l
l rx
x r x l
x l
l







































Умова, при виконанні якої мінімальні напруження min  будуть діяти в 
прямокутному перерізі: 





r h P r h
R Rr r h
R r R r
  




3.2. 1) Знайдемо q з умови: в момент початку руху сила тертя зрівнова-
















1 тр 2 2
1




q x x x
N x P P P q x q P P
q l l l
  
                
. 









N x q x P
l
 
































3.3. Визначимо зусилля в стержнях. 









































Виведемо геометричні рівняння. 
За побудовою: 
1 1AA l ; 
 
2AA l  ; 
 
1 2cos60l l
  ; 
 


















tg 3     60   . 
 
Другий спосіб (є більш раціональним). 
Визначимо вертA  методом Мора. 





































1 1 1 2 2 2
 верт
1 1 2 2
1 2 23sin cos ) cos
3 3 3 3 0
2A
P Pl l
N N l N N l
E F E F EF EF
 
      
       . 
 
Звідси 
tg 3     60   . 
 







2 1 cos tg
P










Із умов міцності стержнів 1 і 2: 
 











   
2
2


























                                                       (1) 
 
Об’єм двох стержнів із врахуванням (1): 
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     
2
1 1 2 2
1 1 2 1 cos
sin cos sin 2
Pl Pl Pl
V F l F l
tg
 
       
       
,           (2) 
 








   2
2










  2 2 2 2 22sin cos 1 cos cos sin 0          ; 
 
2 2 2 4 2sin cos cos cos sin 0          ; 
 
 2 2 2 2 2cos sin cos cos sin 0          ; 
 
2 22cos sin 0     ; 
 
                                                            tg 2  .                                                  (3) 
 























                                                    (4) 
 

































3.5. Використаємо рівність робіт зовнішніх і внутрішніх сил 
зовн внутрA А  : 
 
 2 2 21 2 3 верт 1 1 2 2 3 3
2 2 2
С
N N N lP N l N l N l
EF




















Для першої конструкції: 
1 1N P ; 
 
2 1N P  ; 
 
3 0N  , 
 




  . 
 
                            






P P lP Pl
EF EF
 
    .                        (1) 
 
Для другої конструкції: 
1 2N P ; 
 
2 2N P  ; 
 
2
3 2 cos60 2
P
N N   ; 
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2 2 2
2 2 2







P P P l
P P l
EF EF























P P . 
 
3.6. Використаємо рівність робіт зовнішніх і внутрішніх сил 
зовн внутрA А  : 
 
 2 2 21 2 31 1 2 2 3 3
2 2 2
A
N N N lN l N l N lP
EF





Визначимо зусилля в тросах 1, 2, 3: 
 

















P P P lP Pl
EF EF
 
















     
   0
1
2
l N x V x b x xaN x dx
l
EF x
F x b x a
      











l lb x xadx x l
dx
Eb x a E E
   










3.8. Визначимо 0  із умови constAB  : 
  0 0
після розвантаженняпри навантаженні
cos cos  arccos 1 cos
N
AB l l l
EF
               
 . 
 









0 arccos 1 cos2 sin
P
EF






arccos 1 cos6,5587 0,375
2 20 10 sin 6,5587
  











3.9. 1) Рівняння рівноваги: 
 
                                   0 :   2 sin 0  2Y N P N P                                 (1) 
 
(2 невідомі –  , N ). 
2) Геометричне рівняння: 
 
2

















l l l ll
l l l
  




Геометричне рівняння приймає вигляд 
 
                                                
2 2
1 1   
2 2
 












3) Фізичне рівняння: 




   .                                                  (3) 
 
4) Розв’язок системи (1), (2), (3) (3 невідомі – ,  ,  N  ): 
 








    ;                                             (4) 
 





      .                                           (5) 
 
5) Визначимо переміщення абсолютно жорсткого стержня. 
Із урахуванням (5): 
 
3 3




cos 2 ( )1 12
P




     




3.10. Рівняння рівноваги відсіченої частини конструкції: 
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                   1 2 1 20 :   0  52 3 2 3izAi
M N N N N
               
   

















Умова паралельного одна одній переміщення жорстких плит A і B: 
 
1 2l l  :  1 2 2
1 2
N l N l
E ab E a
 . 
 
Із урахуванням (1):   2 2 2
1 2
5N l N l
E ab E a
 . 
 
















3.11. 1) Поздовжні напруження в перерізі t : 
 
                           0 в
( )( )
( ) ( )




                               (1) 
 


















Знайдемо поперечне переміщення перерізів ( )x : 
 
очевидно,                                ( ) ( )x l x                                                            (2) 
 
Знайдемо ( )l x . Розглянемо переріз t . 
Напружений стан в перерізі t  з урахуванням (1): 
 
в( ) ( )t H t       . 
 












 в в в
1
( ) ( )H t t t
E
            
 
в в( ) ( 2 )H t
E
      
 . 
 
Звідси      в в





      
  . 
 
Отже, див. (2): 
 




2( ) ( 2 )
( ) ( ) ( )
2
x Hx x
x l x dt
E
      
     .                    (3) 
 







































1) Геометричне рівняння 
 
3 31 1 2 2
1 2 3
1 1 2 2 3 3
 
N lN l N l
l l l
E F E F E F
         
 
                            31 2 1 2 3 1 2 3
1 2 3
   : :
NN N
ñ ñ ñ N N N
c c c
                           (1) 
 
2) Розглянемо рівновагу плити (вид зверху): 
 









N mg . 
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Аналогічно:                      2 3
1
3
N N mg  .                                           (2) 
(1) з урахуванням (2):     1 2 3: : 1:1:1c c c  . 
l ,E ,F1 1 1









3.13. З рівнянь рівноваги для заданих розрахункових схем знайдемо 
















































































Рівняння рівноваги верхньої і нижньої відсічених частин: 
 
                                   верх( ) 0BM  :  1 2 32 02
l
N l N l N      ;                      (2) 
 





N l N l N P l                        (3) 
 





N P  ,   2
2
5
N P  ,   3 2 2N P . 
 




 22 2 31 2 4 1 10 221   12,1
2 2 2 2 5
N lN l N l EF EF
P P
EF EF EF l l
   
        . 
 
3.15. Задача про визначення напруження     статично невизначувана. 
  P   P
  2E0
  E0   2r
 
Рис. 81 
Закон зміни вздовж радіуса модуля пружності при розтягу 
 
                                                   0 1E E r
    
 




                                                 
F
N P dF   .                                                   (2) 
 
Геометричне рівняння (гіпотеза плоских перерізів) 
 
                                                     constE  .                                                        (3) 
 
Фізичне рівняння (закон Гука) 
 






.                                                        (4) 
 
Розв'яжемо спільно систему рівнянь (2), (3), (4) з невідомими 
  0,  ,  E   : 
Підставимо (4) в (2) з врахуванням (1) і (3): 
 







P E dF dF d d d E d
r
                 





































3.16. Найменша вага буде у випадку, якщо на обох ділянках стержня 
напруження в небезпечних точках буде оптимальним, тобто дорівнювати    





















G F l F l
l l H
     

     



















Тут 4 рівняння та 4 невідомі (F1, F2, 1l , 2l ). 
Позначимо 2l x . 
 
Тоді                       
 
 







































x H x x

         
















x Hx Bx Hx H 

 








m m m m m m
m m
x H x Hx B x Hx A x H
P
x Hx B
       

































  1( ) ( )( )
3





( )( ) 2( ) 3( ) ( )
( ) ( ) 3 6
x x x
x
F t l t lx xN t dt
x l dt l t dt
EF t EF t E E
   




















N(t)+dN   N(t)  
Рис. 83 
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3.18. 1-й спосіб. 
Розіб'ємо стержень площею F на 2 складові частини 1 і 2: 
 
















Позначимо частину сили Р, що прикладену до 1, через 1P , а до 2 – через 






































,  ,  ,  
l dx














2-й спосіб (спрощений). 
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Так як в умові задачі заданий довільний закон зміни площі  F x , то ре-
зультат не повинен залежати від цього закону. Знайдемо результат для прос-
того частинного випадку – constF  : 
 
0
( 1)Pl Pl Pl Pl k
F F
E k E E k E k

    
   
. 
 
3.19. Конструкція статично визначувана. 
Розглянемо відсічену перерізами m m  частину конструкції: 
 
























































































Визначимо                2 2гор вертB B B     . 
Перший спосіб (еврістичний). 












        . 
 
вертB  визначимо з рівності робіт зовнішніх і внутрішніх сил: 
 
 верт 1 1 2 2
1 1
2 2B
P N l N l    ; 
 
2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
вертB
N l N l
N l N l EF EF
P P

















2 24 2 1 1
3 33 3
3













       
   
. 
 
Другий спосіб (спосіб Верещагіна): 
 
12 0N  ; 
 


























2 2 2 1
33 3 3 3 3 3
B
P l P l
Pl
EF EF EF
   
        







       












                        2 2 2 2 2 2( ) 2 2 ( ) 2l l l l l l l l l l l l l                             (1) 
 
l  знайдемо за законом Гука при розтяганні-стиску: 
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 ,                                                    (2) 
 
Так як вид конструкції в деформованому положенні відрізняється від її 
виду у початковому положенні, то рівняння її рівноваги запишемо для реаль-
ного (деформованого) положення: 
 
2sin 2 2P N N
l l l
 









                                                       (3) 
 






                                                              (4) 
 
Підставимо (4) в (1):     
3












































Розглянемо верхню частину конструкції, що відсічена перерізами 
m m : 
 















Розглянемо нижню частину конструкції, що відсічена перерізами 
m m : 
 
( )н




M N a N a P a Pa      . 
 
З урахуванням (1): 
2 2( 2 ) 2 3N N P    ; 
 
2N P  ; 
 
1 2N P . 
 




,   
3 3










       
       . 
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3.22. MKOB  – до навантаження. 
1 1 1 1M K O B  – після навантаження (точки M  і K  при навантаженні пере-




















                                          0 0M       1PL N K D  .                                     (1) 
 
Закон Гука 




       1EF K CN
l

 .                                (2) 
 
Підставимо (2) в (1):   1 1
EF
P K D K C
lL
   .                                               (3) 
 
Знайдемо 1K D  і 1K C  (плечо сили N  і видовження стержня BK ): 
 
                                                      1 sinK D a   ;                                           (4) 
 





                                 1 1 sin 2 sin sin2 2 2
K C K K a
              
   
;                     (5) 
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Підставимо (4), (5) в (3):  





       




ЗРІЗ І КРУЧЕННЯ 
 

































 =  =  =  =
32 30 960
Gd n Gd n
N M
l l
    
   
 
 42 4 3 -3 -12
кН
8 10 10  0,06 м 8,14 10 800 (с )
м   139 кВт
960  (0,5 м)




















2). Визначимо бn . 
Розглянемо рівновагу правої половини нижнього бруса з болтами. 
Навантажена права (АВСD) грань брусу і болтів: 
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 = 0 :X              б б б  = 0ABCDn F N   ; 
 








,                                                  (1) 
 












Визначимо ABCDN : 
 
















N t dF tb dt tb dt
J hb h

   .            (2) 
 













 б б 2б 1
8



































4.3. 1) Визначимо реакцію ( 60 кНAR  ) і побудуємо епюри поперечних 




















2) Визначимо max  і max  у балці. 
Зварна складена балка опирається згину, як суцільна. 
 150
В небезпечному перерізі Р: 
 
max  = 240 кНQ ; 
 
max  = 240 кН мM  ; 
 
3 3
I II 2 4
z z z
1 76 20 2





















   
I II1 1 1
32 2 2
z z z =  = 38 1 19 20 2 39 = 2 282 см
F F F







240 10 2282 10

























3) Визначимо кількість ділянок швів. 
Розглянемо рівновагу ділянки АР нижньої полиці балки (зображені 
тільки горизонтальні сили): 
 




Q y dF   . 
 
Звідси сила, що зрізає шви на ділянці АР дорівнює 
 
    
1
/2
2 2max max п
зр зр п 1
/2












 зр зр min ш1 ш = F  =2 8 0,707АР APF l n   
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 =    
Q
F
     
 
    




/ 2 / 2
    
2 2 8 0,707 APz
М b h h
I l n











/ 2 / 2
   = 
22,624
AP








 6 2 2
4
240 10 200 400 380
  2,9  
22,624 158288 10 100 72
   
  
   
 
 
ш  = 3
APn . 
 
Аналогічно можна показати, що на ділянці РВ: 
 
зр зр зр =  =
РB APQ Q Q ; 
 
 зр зр min ш1 ш = F  =2 8 0,707РB PBF l n  ; 
 
ш  = 3
PBn . 
 
Загальна кількість ділянок швів:   ш  = 6n . 
















                                         кр    
F
M r rdF  .                                             (1) 
 
(інтегральне рівняння рівноваги перерізу). 
Геометрічне рівняння (витікає з гіпотези плоских перерізів): 
 
                                                             = r r  .                                                     (2) 
 
Фізичне рівняння (закон Гука): 







 .                                                  (3) 
 
Синтез: 
Підставимо (3) в (2): 
                                                            = r G r r  ;                                              (4) 
 




2 2 2 2
кр 1 2 3 =     
F F F F
M G r r dF G r dF G r dF G r dF           
 
                                             1 1 2 2 3 p p pG I G I GI    ;                                       (5) 
 
Підставимо (5) в (4): 
                                            
 кр





G I G I G I

 
,                                  (6) 
 
де 1pI , 2pI , 3pI  – полярні моменти інерції площ 1F , 2F , 3F  відносно центру 
валу. 
Визначимо за допомогою формули (1), які частини моменту Mк, сприй-
маються шарами 1, 2, 3. 





1 1 2 2 3 3
 =   з врахуванням 6  =  =F
p p pF
M G r dF
M r rdF







1 1 2 2 3 3
  = 0,0204 кН мp
p p p
M G I









1 1 2 2 3 3












1 1 2 2 3 3
















































1 1 2 2 3 3




M G r r









 = 0,415 МПаА , 
1
 = 0,58 МПаВ , 
2
 = 0,44 МПаВ , 
 = 0,56 МПаС . 
 
4.5. Розглянемо два варіанти зміни ( )G   шляхом введення “лічильни-
ка” k: 
 
  1G G k
r




1k   – заданий варіант, 






?(2)  =    max      2* р / ?rМк    3
? Мкр (вздовж рад уса)i
Рис. 97 


















                                                        кр  = 
F
M dF .                                               (1) 
 
Рівняння сумісності деформацій ( геометричне рівняння): 
 
                                                  =   ,   (  = const ).                                          (2) 
 
Закон Гука (фізичне рівняння): 
 









,     G = const.                             (3) 
 
Підставимо (3) в (2): 
                                                 = 1r G k
r
    
 
,                                                 (4) 
 







 = 1       
r
А
M G k dF dF d d G k d d
r r
                         
    
 
4 4 42 r 4
=  = 1
2 5 2 5
r r
G k G k















   
 
,                                                      (5) 
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d l dx dx dx dx
E E EW bh
W
 
   
       


















l d l dx
Ebh Ebh
     . 
 
5.2. 1) Знайдемо кут в , при якому вільний кінець рами буде перемі-




 гор в в
0





P x a x Pa
dx
EI EI



































2) Знайдемо кут  , при якому максимальні нормальні напруження в 





    
 
,  де  constW  , 
 
тому  max max  буде при maxM M . 
В перерізі B :  maxBM Pa  при 90 
 . 
В перерізі C :  (sin cos )CM Pa    ; 
 
(cos sin )M Pa     ; 
 
(cos sin ) 0Pa        при  45  
 ; 
 
max (sin( 45 ) cos( 45 )) 2CM Pa Pa    
  . 
 
Таким чином, 45  
 . 
5.3. 1) Методом Мора: 
 
           
3 3 3
1 2 1 2
1 2 2
1 2 1 2 1 2
( )
  
3 3 3 300 100 ( )
P P
Pl Pl Pl I I l EI I
P
EI EI EI I l I I

        

























1 2 1 2
( ) 1
з урахуванням (1)
2 2 2 200P P P
Pl Pl Pl I I
EI EI EI I

          . 
 






2/)2(2  qgFRPR  
Рис. 101 
 
dG g FdS gFRd      . 
 
0
( ) sin sin ( )sinN P dG P gFR

            ; 
 
0
( ) cos cos ( )cosQ P dG P gFR





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M P SK dG SD P SK dG SK AB
 




sin sin sin sin ( sin cos 1)PR gFRd R R PR gFR

                 . 
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5.5. Використаємо диференціальне рівняння пружної лінії. 





























Знайдемо поперечну силу 0Q  та згинальний момент 0M  в защемленні з 









2 2 1 2 2 2 4
3 3 2 3 3 3 27q
M Pl P l Pl q l l Pl ql
                   
   
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( ) 2 3x
M Q x q x xd w M x
EI EIdx
   











4 1 1 1
27 3 4
d w qx
Pl ql P ql x
l EIdx
             
    
. 
 
Врахувавши, що прогин та кут повороту перерізу в защемленні 








4 1 1 1
( ) ,
27 3 2 16
4 1 1 1
( ) .
27 2 3 6 80
x qx
x Pl ql x P ql
l EI
x x qx
w x Pl ql P ql
l EI
                
     

                   
 
 





( ) ( )d w M x P l x Pl Px
EI EI EIdx
    
















w x Pl P Cx D
EI
  
       
  





Умови на стику ділянок 1 і 2: 1 2
2 2
3 3
x l x l
          












   
 
 






















Врахуємо задану в умові задачі умову 0Aw  : 
 




2 6 27 1215A
l l ql ql
w w x l Pl P l
EI EI EI
 






P ql . 
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0 :    ( ) 0
2B A q
AB
M R AB P      ; 
 
( ) 2 sin 60 3
2 2 2 2
q
A
P q AB q R qR
R
 









35,2 35,2   
Рис. 103 
2) Побудуємо епюри внутрішніх зусиль скороченим способом – по зна-
ченням зусиль в перерізах A , S  та B : 
 
3
sin 60 7,5 кН
4A A
N R qR      ; 
 
3
cos60 2,5 3 кН
4A A
Q R qR   ; 
 
0AM  ; 
 












Q R P q R             ; 
 
2




M R R P R q R                
 
2 2
23 3 2 1 2,5 кН м








;    ;    B A B A B AN N Q Q M M   . 
 
5.7. Так як кут   не заданий чисельно, та може бути великим, тому 
врахуємо як згинальні моменти M , так і поздовжні сили N . Більш раціона-





    
 
 менше. Визначимо функції ( )N x  та ( )M x . Позначимо 
вагу усього стержня через G , вагу частини x  стержня через xG . 
Варіант 1. 
( ) 10  ctg2A
G




( ) cos sin ctg cos sin
2x
x
N x R G G G
l





1 1( ) sin cos cos ( )2 2x
x G x
M x R x G x
l
       . 
 
Варіант 2. 
( ) 20  2A
G




( ) sin sin sin sin
2 2y
y x
N x R G G y l x G
l l
                      




2 2( ) cos cos cos cos2 2 2y
y G y G x
M x R x G y x
l l
   
                 
   
. 
 
Порівняємо варіанти 1 та 2. 
Очевидно, моменти 1 2M M , поздовжні сили як у середньому, так і у 
нижньому ймовірно небезпечному перерізі: 1 2N N , тобто 1max 2max    і 




























5.8. 1) Побудуємо епюру згинальних моментів M  за заданими функці-
ями ( )M x  на ділянках. 
Зосереджений зовнішній момент прикладено в перерізі, де стрибок на 









– на ділянці 1: 1 2Q x  ; 
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– на ділянці 2: 2 0Q  ; 
– на ділянці 3: 3 8Q x  ; 


















Побудуємо епюру поперечних сил Q  за отриманими функціями ( )Q x  
на ділянках. Зосереджені зовнішні сили прикладені в перерізах, де стрибки 
на Q : 










Зовнішня поперечна розподілена сила: 
– на ділянці 1: 1 2q    (направлена вниз); 
– на ділянці 2: 2 0q  ; 
– на ділянці 3: 3 1q   (направлена вгору); 
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– на ділянці 4: 4 2q   (направлена вгору). 




M  :   0mRl M  , 




M ml   (площа трикутника); 
3
2









l / 2 l / 2  
Рис. 106 
2) Побудуємо епюру поперечних сил Q . 
3) Побудуємо епюру згинальних моментів M : 
 
21 3




m x x x
M x R x m x m m m x
m l l l





Знайдемо екстремум ( )M x  всередині балки, якщо він є: 
 
3 2


















Примітка. Для даної прямої балки виконується диференціальна залеж-
ність 
( ) ( )
dM
Q x m x
dx
  . 
 
5.10. 1) Зовнішній зосереджений згинальний момент прикладений в пе-
рерізі, де на епюрі внутрішніх згинальних моментів M  стрибок, і дорівнює 






  :    0 2 m   . 
 
M=3кН м M=3кН м
m=2

















3) Реакції дорівнюють стрибкам на епюрі внутрішніх поперечних сил 
Q  у відповідних перерізах: 
2 кНA BR R  . 







Застосуємо формулу (1) два рази: 
 





,                                                          (1) 
 
де   – радіус кривизни нейтрального шару балки при поперечному згині, 
M  – внутрішній згинальний момент. 
– для перерізу A  посередині балки – для визначення max ; 
– для перерізу B  в кінці ділянки контакту – для визначення a . 
В обох перерізах A  та B  радіус кривизни R  . 
Із орієнтовних епюр поперечних сил Q  та згинальних моментів M  ви-
















2 2 700 1400 1400
M h EI R E
I RI





В перерізі B : 
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l aP l a RlM











1 4 ( )
  
2 2




    . 














5.13. Перший спосіб. 
Використаємо принцип суперпозиції: точка A  переміщається за раху-
нок розтягу та згину, тобто в результаті поздовжнього зміщення рA  попере-
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чного перерізу A  від розтягу та повороту A  перерізу A  від згину: рA  та 















Рівнодіюча рівномірного навантаження t , що діє на ділянку стержня 
довжиною x , дорівнює tx . 
Її проекція на x : ( )N x tx . 
Її момент відносно z : ( )
2
h









































     . 
 




2 8 2A A
h tl h tl
EI Ebh








      . 
 
Другий спосіб 
Точка A  переміщається за рахунок видовження нижнього волокна від 
чистого розтягу рA  та чистого згину згA : 
 
( )A N M Al l    . 
 





M x tx . 
 
Знайдемо ( )N Al . 
За законом Гука:    
  ( ) ( )
( )














N x tx tl
l dx dx
EF EF Ebh
    . 
 
Знайдемо ( )M Al . 
За законом Гука:     
  ( ) ( )
( )














M x txh tl h tl
l dx dx
EW EW EW Ebh
     ; 
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    . 
 
Примітка. Вище використано, що при чистому розтягу та чистому згині 
в точці A  має місце лінійний напружений стан, закон Гука для якого має ви-







   
 
5.14. Знайдемо деформацію x  довільного елементарного відрізка AB : 
 
1 1 ( )
x
A B AB y d d y
Ky
AB d
     
    
  
, де K  – шукана кривизна; 
 



































y h    ттx E

    . 







    . 







на відрізку :   ( ) ,
на відрізку :   ( )
уF F F
dF bdy





          
 
    
    
 
3 2
2 2 2 2т
т т т т
0
3





y bdy ybdy bh bh bh
h

          . 
 
5.15. Знайдемо переміщення  вертА  методом Мора. 





( ) ( ) 0,
( ) (...),
( ) 0,




















M x l x x l
  



























2 2 2 2 12
l l
А
M x M x Ml EIa
x l dx x dx a M
l l EI l
                     


















5.16. Знайдемо реакцію в лівій опорі R : 
 
лів










  . 
 
Побудуємо епюру згинальних моментів M : 
 
201 1 1( )
2 2 2x
mx m
M x Rx m x x x
l l








































x x . 
 




max 0 0 0
1 1 1 1 1 1
( )
2 2 2 2 2 8
I mx mxmM M x x x
l l l






1 1 1 1
( )
2 2 2 2
II mx mM M l l l ml mx
l l
      . 
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Умова рівноміцності ділянок І та ІІ: 
 
небез небез
ф ф max max max max
max max
      
I II
І ІІ I II I IIn n M M
    
               
, так як 
 
небезпечні напруження небез небез
I II    та моменти опору перерізів I IIW W  










  ; 
 
2 2
0 04 4 0x lx l   ; 
 





1 1 (3 2 2)
( ) 2 ( 2 1)
2 2 2
ml
M M l ml m l

       . 
 
Побудуємо епюру згинальних моментів M  при 0 2 ( 2 1)x l  . 
5.17. У ковзаючому закладенні A  виникає тільки реактивний момент 
RM . 
1) Визначимо вертикальну R  та горизонтальну H   реакції в нижній 
опорі, а також внутрішній момент ( )M   у перерізі S  заданого стержня. 
Виділимо нескінченно малий елемент з кутом d . На нього діє елемен-
тарна рівнодіюча tRd . Її проекції на осі x  та y  та момент відносно S : 
 
   2
sin ,
cos ,
( ) ( cos( 0)) 1 cos( 0) .
dX tRd
dY tRd
dM tRd BC tRd R R tR d




          
 
 




sintX tR d tR





costY tR d tR



































Таким чином, шукані реакції R H tR   . 
Момент частини навантаження t , що діє на дугу з кутом   (внутрішній 





( ) 1 cos( ) cos cos sin sintM tR d tR d d
   
                  
  
    
 
2 2
0 0cos (sin ) sin (cos ) ( sin )tR tR




Внутрішній момент в S  від ,  ,  t R H : 
 
2( ) ( ) sin ( cos ) ( 1 cos )tM M H R R R R tR             . 
 
Для одиничних розрахункових схем, які відповідають шуканим горA  
та вертA  відповідно: 
 
( ) sin sinM HR R     ; 
 







( 1 cos )( sin )
A




     













4 2 4 4sin 1 1












( 1 cos ) (1 cos )
A




      










         
 
2 2 2 2 2
0 0 0 0 0
4 2 sin 2




     



























Примітка. При розрахунках інтегралів використані таблиці інтегралів. 
5.18. 1) З рівняння рівноваги відсіченої перерізами m–m частини конс-
трукції: 
( ) 0 :      
m m
A BCM N P
   . 
 
2) Внутрішні зусилля в перерізі S : 
 
1 2( ) ( ) sin cos (sin cos )N N P P P         ; 
 
1 2( ) ( ) sin (1 cos ) (sin 1 cos )M M PR PR PR            ; 
 
1 2 (cos sin )M M PR       ; 
 
(cos sin ) 0  45m m mPR         ; 
 





















Так як 1 2( ) ( )N N   , 1 2( ) ( )M M    то обидві схеми мають однакову 
міцність. 
3) Максимальне напруження: 
Знехтуємо поздовжніми N  та поперечними Q  силами, врахуємо тільки 
згинальний момент M : 
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   max
1max 2 max 2 2





      . 
 
Примітка. max ( 45 ) 2N N P     ,    max 2 1M PR  , 
 





2 12 1 2 1
N P
M PR R
   
 
, тому можна знехтувати N . 
 
5.19. Мінімальна вага буде у рівноміцної балки при 
 




M x M x
l

















W x b x h
  
      . 
 







b x M x
lh
   
  
















































Закон Гука при згині     
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1 2 1 3
12 2 3 3 2 4
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ql ql




              













   
  
     
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( ) ( ) ( ) ,
3 2 4
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M x M x M x P x l q
l
M x x l
EI EI
                 











    
 
 
2 3 2 3
2
1 1 2 3 3
( ) ( )
2 2 3 2 2 2 3 2 4q x x
qx x qx x x x
M x q x x q q x x q q
l l l













EIw Px dx P x l q x l dx
l
                              
   
 
3
437 37 370  
3 81 3 5 81 5 405
Pl





















, при якому прогин Pw  перерізу P  буде 
найбільшим в балці, знайдемо з умови, що якщо max балкиPw w , то кут пово-










        . 
 





















4 4 6,25 10 240 1
1 2 1 2 0,6 мм
27 427 2 10 1,6 10 10
Pl I
EI I 
               




5.23. 1) Знайдемо реакцію в лівій опорі R . 
Рівнодіючі розподілених зовнішніх сил, що діють на ділянку балки до-
вжиною x  дорівнюють: 
 




P q x q x kq x
q
   ,                                      (1) 
 
де позначено 1 2k q q ; 
 
                    2 22 12 1 2
1 1 1 1 1
( ) tg
2 2 2 2x x
q q k
P q q x x x x q x
l l
 
         .         (2) 
 
Рівняння рівноваги балки: 
 
( ) 0AM  :   1 2 0 2 3
l l
R l P P      
 
2
1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1
 
2 3 2 3 2 6
k k
R P P kq l q l q l
l
 
        . 
 
2) Знайдемо координату mx  перерізу, в якому діє найбільший згиналь-
ний момент max( )mM x M . 
 
2
1 2 2 2 2
2 1 1 1
( ) 0
6 2m mm x x m m
k k
Q x R P P q l kq x q x
l
 
        . 
 




2 1 11 37





q l k q l q l k
l
 
       . 
 
3) Знайдемо max ( 0,55 )mM M x l  . 
В поточному перерізі x : 
 
2 3
1 2 2 2 2
2 1 1
( )
2 3 6 2 2 3x x
x x k x k x
M x Rx P P q lx kq q
l
 
      . 
 
При 0,55mx l , 0,236mk  : 
 
2 3
max 2 2 2
2 0,236 1 (0,55 ) 1 0,236 (0,55 )
(0,55 ) 0,236
6 2 2 3
l l
M q l l q q
l
  
     
 
2
20,0781q l . 
 
5.24. 1) Знайдемо згинальний момент maxM  та запишемо інтегральне 
рівняння рівноваги для небезпечного перерізу. 
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M P l     .                                                 (1) 
 
Інтегральне рівняння рівноваги перерізу в защемленні: 
 







M ydF b ydy     .                                     (2) 
 
2) Геометричне рівняння (на основі гіпотези про плоскі перерізи) 




,   ( (х) – радіус кривизни зігнутої осі балки)              (3) 
3) Фізичне рівняння (замість закону Гука) 
 
                                                               na   .                                                    (4) 
 
4) Розв’язання системи рівнянь (2), (3), (4) з 3 невідомими – ,  ,     ): 
підставимо (4) в (3) і далі в (2) з врахуванням (1): 








        
;                                  (5) 
 
1 1









n nq l q lb y dy b y dy
a a

   
            
   
 


















       
 
 
.                                    (6) 
 
Підставимо (6) в (5) і отримаємо при 
2
h





max 2 1 2


















5.25. 1) Наближене значення прогину нw  перерізу A  знайдемо методом 
початкових параметрів: 











2) Точне значення прогину тw  перерізу A  знайдемо, використовуючи 
деформоване положення стержня. 
У випадку чистого згина const  : 
 
                     т cos 1 cos 1 cos
l EI EI Ml
w
M M EI
                         
.         (2) 
 
3) Знайдемо похибку наближеної формули (1): 
 




 .                                                 (3) 
 











   
 
.                                       (4) 
 
Похибка із урахуванням (4): 
 
2
т н н н
2 нт т
2
100 1 100 1 100
2
(1 cos )
























5.26. Розглянемо рівновагу будь-якої половини кільця та знайдемо вну-
трішні зусилля в поперечних перерізах кільця 
Елементарний зовнішній момент, діючий на ділянку кільця довжиною 
Rd  дорівнює: 
 
зовнdM mRd  ; 
 
( ) 0xM  :     
0
sin 2 0  mR d M M mR






























Таким чином, у кожному перерізі кільця внутрішній крутний момент 
дорівнює 0, а згинальний момент дорівнює mR : 
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                                                     (1) 
 
Подвійний шуканий кут повороту кр2  знайдемо методом Мора. 
Як було показано вище (див.(1)), на обох ділянках основної розрахун-
кової схеми: 
 
                                               
1 2
кр1 кр2
( ) ( ) ,
( ) ( ) 0.
M M mR
M M
   
    
                                         (2) 
 
Для одиничної розрахункової схеми визначимо тільки ( )M  , так як 
кр кр кр( ) 0  0M M M     при будь-якому кр ( )M  : 
 
                                                 1 2
1
( ) ( ) sin
2
M M     .                                      (3) 
 











        . 
 




















M M , 
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де 1 maxM , 2 maxM  – найбільші за абсолютною величиною моменти на ділян-
ках 1 та 2. 
2) Знайдемо 1 maxM  та 2 maxM  і прирівняємо їх, тобто визначимо, при 
якому k  вони однакові. 
 





R kl ql kl R ql
k
            






M x Rx  ; 
 




R qx x l
k


















( ) (1 )
2 2
q l kl ql k
M
 
  . 
 
Прирівняємо:     












k   . 
 
5.29. 1) Визначимо координату x  перерізу, в якому інтенсивність зов-
















1 0x  ,   2
4
9






q l q  . 
 
2) Побудуємо епюру поперечних сил Q . 





0:     ( )( ) 0
l












R q l x dx
l l l
 


















  додатним напрямком 
( )q x  вважається напрямок вверх, а в умові даної задачі додатним напрямком 








q l q lx x x x
Q x q dx C
l l l l
 







Q C   ; 
 







q l q l q lx x
Q x
l l



















Q x q l
l l
 
      
 




















3) Побудуємо епюру згинальних моментів M  








2 2 22 3 3 4
0 0 0 0 0 0
2 3 3 4
3 3
( )
48 2 4 48 6 16
q l q l q l q l q l q lx x x x x
M x dx D
ll l l l
 








min 0(0,7 ) 0,026M M l q l   . 
5.31. Очевидно, закон зміни  q x  наступний:    27 1 2q x x   . 
Дійсно,       0 7кН мq   ,   1м 7кН мq  . 
Для знаходження функцій поперечних сил  Q x  і згинальних моментів 
 M x  використаємо диференціальні залежності між зусиллями при згині. 
1) 
   27 1 2dQ q x x
dx




Q x x x C




Очевидно,  0 0Q C  . 
 
Таким чином,   327
3
Q x x x
















Побудуємо епюру Q : 
а) точки, в яких 0Q  : 
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  227 1 0
3
Q x x x
     
 






x      (не підходить, так як 1 мl  ); 
 
б) точки екстремуму  Q x : 
 










x      
(підходить 0,707 мx  ); 
 
в)  0 0Q  ;     71 м 2,33 кН
3






Q x x x
dx




  2 41 17
2 6
M x x x D




Очевидно,  0 0M D  . 
 
Таким чином,   2 41 17
2 6
M x x x




Побудуємо епюру M : 
а) точки, в яких 0M  : 
 
   2 27 11 0
2 3
Q x x x
     
 
   1 0x  , 
 
2,3 3 1,73 ìx      (не підходить, тому що 1 мl  ); 
 








  (див. епюру Q ). 
 
В межах балки лише 1 0x  ; 
в) точка перегину: 1 0,707 мx  ; 
г)  0 0M  ;   71 м 2,33 кН м
3
M      ;  0,707 м 1,46 кН мM    . 
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5.32. Дана задача на застосування формули Нав’є для визначення   і 
формули Журавського для визначення   при поперечному згині. 
Визначимо геометрічні характеристики поперечного перерізу. 
Площа 24 2 6 6 20F t t t t t t t        . 











y F y F y F t t t t t t
y t
F t
            . 
 
Момент інерції 






12z z z z
t t
I I I I t t
 




     
3 3
2 22 2 46 60,55 6 4,05 6 217
12 12
t t t t
t t t t t
    
         
    
. 
 









My M t M
I t t



























QS Q t t Q
b I t t t
 















QS Q t t Q
b I t t t
 




 верх. полки верх. частини стінкиверх. частини z zz
C
C z C z
Q S SQS
b I b I





8 3,45 2,45 1.225
0,141
217
Q t t t t Q
t t t

















  . 
 
















      










0,021 0,021 14 10
11,4 мм,
200












   
 
 
Звідси   12 ммt  . 
За допомогою отриманих вище формул при 12 ммt   побудуємо епюри 
нормальних   і дотичних   напружень. 




X    12 2 cos45 0AH     ; 
 
17 кНAH  ; 
 
( ) 0 :j B
j
M          20 2 2 cos45 2 sin 60 2 sin 45A AR H             
12 2 1 0    ; 
 




Y      20 12 2 cos45 0A BR R      ; 
 
8,37 кНBR  . 
 
Побудуємо епюри поздовжніх N  і поперечних Q  сил, а також згина-
льних моментів M . 
При цьому внутрішні зусилля зручно визначати: 
– на ділянках 1, 2, 3 через зовнішні сили зліва; 
– на ділянці 4 через зовнішні сили справа. 
Доведемо, що вузол C  знаходиться в рівновазі: 
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( ) 40,8 20 20,8 0j C
j
M     ; 
 
( ) 20,4 cos30 1,37 cos60 17 0,0181 кН 0j C
j
X            ; 
 
( )
20 20,4 cos60 1,37 cos30 8,6 0,0135 кН 0
j C
j
Y              . 
 
5.34. Так як брус працює, як одне ціле, то кінці його частин 1 і 2 повер-


















Виведемо формулу для визначення розподілу вздовж висоти нормаль-
них напружень  y . 
Визначення  y – статично невизначувана задача. 
Статичні рівняння – інтегральні рівняння рівноваги: 
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                                                 z
F
M y ydF M   ;                                           (1) 
 
                                                  0y
F
M y zdF   ;                                             (2) 
 
                                                     0
F
N y dF   .                                              (3) 
 
Геометричне рівняння (гіпотеза плоских перерізів): 
 
                                                             yy 

.                                                     (4) 
 
Фізичне рівняння (закон Гука): 






  .                                                 (5) 
 
Спільний розв’язок системи рівнянь (1) – (5): 
Підставимо (5) в (4): 
                                                            E y yy 

.                                              (6) 
 
Підставимо (6) в (1): 
 








E y y E I E I
M dF E y dF E y dF
 
    
   
 
   .          (7) 
 
Підставимо (7) в (6): 
 
                                                    
1 1 2 2z z
ME y
y y
E I E I
 

,                                         (8) 
 
де 1zI  і 2zI  – моменти інерції площ 1F  і 2F  відносно поки невідомої нейтра-
льної лінії z . 
Знайдемо положення нейтральної лінії – її відстань a  від середини пе-
рерізу. 
Підставимо (7) в (6): 
 
 
















M E ydF E ydF












E ydF E ydF   ; 
 
1 1 2 2 0z zE S E S  , 
 
де 1zS  і 2zS – статичні моменти площ 1F  і 2F  відносно поки невідомої нейт-








h h Eb a
     
    










2 10 0,7 10  МПа2 см
0,241 см





    
   
. 
 













            














            
   
. 
 
Знайдемо A , 1B , 2B , C  за допомогою формули (8): 
 
 
 1 1 2 2 51
0,759 см,
2 245 МПа






y aME y y
E I E I
E y E
              
















5.35. Визначимо a  з умови 
max1 2max
M M . 
Для визначення функцій поперечних сил  Q x  і згинальних моментів 
 M x  використаємо диференціальні залежності при згині для прямої балки: 
 
    0 ,
.
dQ















d M dQ x
dx dx
















0 0Q C  













     







M x x D










     








d M dQ x
dxdx

























 2 2 23 0 3M C D           2 23D C  ; 
 





















Таким чином, шукані функції: 







     
;                                      (3) 
 








     
.                                (4) 
 
Знайдемо координату x , при якій   max2 2M x M : 
 







      









.                (5) 
 
Врахуємо умови (2), (4), (5): 
 
 1 2max 2maxM M M x  ; 
 










.                                 (6) 
 
Розв’язок рівняння (6):     1,12 мa  . 
При 1,12 мa  : 
2,11 мx  ; 
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     
;                                 (7) 
 






      

































З використанням цих даних побудуємо епюри поперечних сил Q  і зги-
нальних моментів М : 
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1,12 див. 2 2,29 кН м,
2,11 2,29 кН м,








     

   

   
   




Для визначення функцій кутів повороту  x  і прогинів  w x  і побу-
дови їх епюр використаємо формули (2), (8) і диференціальні залежності 
2
2
( )d w d M x
dx EIdx

  , а також умови на межах ділянок: 
 

















































            
. 
 
5.36. 1) Визначимо реакції опор. Рівнодіюча половини синусоїдального 
навантаження дорівнює площі її закону розподілення і прикладена посереди-







18sinP q x dx xdx   
  ; 
 
Рівняння рівноваги балки: 
 
( ) 0 :j B
j
M   
36 5 36 3
3 0
2 2A














R =12/     3,82
q(x)=18sin   x







??A R =12/     3,82??B
?
? 12/   =3,82?
12/   =3,82?
24/   =7,64?











Y       0A BR R  ; 
 
12
3,82 кНB AR R  
. 
 
2) Побудуємо епюри поперечних сил Q  і згинальних моментів M . 






















0 AQ C R    






Отже                              1
18 6




















cos 0Q x x   
 








Гранична умова  1 0 0M D  . 
 
Отже                            1 2
18 6

















 11 1max0,392 м 0,97 кН мM x M     ; 
 
 21 1min1,608 м 4,79 кН мM x M     . 
 
3) Розрахунок балки на міцність. 






4,79 10  Н мм









Вибираємо двотавр № 12, у якого 358,4 смW  . 
5.37. 1) Розіб’ємо переріз на 4 прості фігури: 
1 – напівколо; 
2, 3 – 2 вертикальні прямокутники; 
4 – горизонтальний прямокутник. 
2) Визначимо за відомою методикою положення центру ваги С  перері-
зу в координатах ,  z y  : 
 
89 ммCy  ,   0Cz  . 
 
Проведемо через C  головну центральну вісь z . 
3) Визначимо головний центральний момент інерції zI  перерізу: 
 
4
1 2 42 2 140 смz z z zI I I I    . 
 













   . 
 







         2 3 3120 H мм 240 10  ммzM W       
 
2 8800 000 H мм=28,8 кH м   ; 
 
  28,8 кH мM   . 
 
6) Побудуємо епюру нормальних напружень   вздовж висоти перерізу 
при   2,88 кH мM M   : 
– напруження в крайній нижній точці перерізу, очевидно, 
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 н 120 МПа    ; 
 
– напруження в крайній верхній точці перерізу 
 
   
6
в в 4 4
28,8 10  Н мм
162 89  мм 98,2 МПа















































7) Побудуємо епюру відносних поздовжніх деформацій   вздовж висо-
ти перерізу при   2,88 кH мM M   . За законом Гука 
E








2 10  Н ммE














5.38. Роботу PA  сили P  знайдемо за формулою 
                                                          верт
1
2P A






























1) Знайдемо P : 
 
 





    ; 
 







 .                                              (2) 
 
2) Знайдемо  вертA  способом Верещагіна: 
 
     
 верт
б б т т
1 2
1 2 2 2 12 3
A
Pl l l
Pl P l P l
E I E F
                    
 
                                                      
3




E I E F
  .                                               (3) 
 





б б т т б б т т
1 7 1 7
2 3 2 3P
Pl Pl l
A P P l
E I E F E I E F
   
          














   
        
   
. 
 










23 2 2 2
sin sin cos





lx l l l





                                     















dv ydyx l l






                               
           













                  
 . 
 
Знайдемо реакцію AR : 
 
  0:j B
j
















R q dx x dx q I I
l l l l







22 1 2 2
1




                         
. 
 
Знайдемо функцію поперечних сил  Q x : 
 





q x q x q
dx l

      
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  додатним направленням q  вважається 
направлення вгору, а в даній задачі додатним направленням  q x  вважається 
направлення вниз); 
 





Q x q dx q C
l l




0 0 0 2 2
4 42 2
  
3 3 9 9
q l q ll l
Q q C q C















































Знайдемо функцію згинальних моментів  M x : 
 










M x Q x dx q dx
l
       
























           
. 
Найбільший згинальний момент діє в перерізі з координатою mx : 
 
  00 2
3 42





Q x q x l
l











M x M q      
. 
 
















z z zF F t
M M M t
M y ydF y dF dz y dy
I I I
























z zF t t
M M t
M y ydF dz y dy
I I























M M M   ; 
 
Статичний момент частини площі двотавра, що відсічена горизонтал-
лю, яка знаходиться в межах стінки на поточному рівні y: 
 






t t yt t y
S y t t t t t y y
               
   
; 
 















z z zF F t
Q t t yQ S y Q t
Q y dF dF dz dy
b y I t I I
 
    
     ; 
 
Статичний момент частини площі двотавра, що відсічена горизонтал-
лю, яка знаходиться в межах полки на поточному рівні y: 
 
     2 2 п 34 3 2 92z
t y
S y t t y y t t y

















z zF t t
Q t t y Q t
Q y dF dz dy
t I I
 
   























Q Q Q   . 
 










QS y M l b h h M
b y I lbhb bh
  




За узагальненим законом Гука: 
 
       max1 1 2 3 max max




E E E Elbh
    












5.42. Найбільш оптимально використовується матеріал балки (вага бал-
ки мінімальна), якщо напруження в небезпечних точках дорівнюють допус-
тимим: 



























1 2 1 2
1 2 1 2
1 1 1






h b h h hy F y F b b
y h
b bA b bh





   
1 2 2 1
1 2 1 2
2 2
3 3c
b b b b
h y h h h
b b b b
 






































5.43. Розділимо весь момент M  на частини: 
– частину сM ,що сприймається сталевою обоймою; 
– частину гM , що сприймається гумовим брусом: 
 
                                                         c гM M M  ;                                               (1) 
 
Із гіпотези плоских перерізів витікає: 
 
                                            c г г гг c
c c г г c c
  
M M E I
M M
E I E I E I
   .                                (2) 
 

























=( h + t ) McJc ( h + t )
 
Рис. 136 
Момент інерції сталевої обойми відносно осі згину z: 
 
 3 23 4
c
2
2 2 353 см
12 12 2
t h t bt h t
I bt
          
   
. 
 



















5.44. Статичні рівняння (інтегральні рівняння рівноваги): 
 








M y ydF M
N y dF







                                                (1) 
 
Геометричне рівняння (на основі гіпотези плоских перерізів) 
 
                                                  constyy   

.                                              (2) 
 
Фізичне рівняння (закон Гука): 
 











































Розв’язання системи рівнянь (1), (2). (3). 
Підставимо (3) в (2): 
 
                                                        E y yy 

.                                                  (4) 
 
Підставимо (4) в перше рівняння системи (1): 
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   
1 2
2
2 2 1 231 3 z z
F F F
E y y E I I
M dF Ey dA Ey dF
  
    
   
 
   .              (5) 
 
Підставимо (5) в (4): 
 
                                                     






,                                        (6) 
 
де 1zI , 2zI  – моменти інерції площ 1F (нижньої) і 2F (верхньої) відносно поки 
невідомої нейтральної лінії z . 
Знайдемо положення нейтральної лінії – її відстань a  від межі розділу 
площ 1F  і 2F . 

































ydF ydF   ; 
 
1 23 0z zS S  , 
 
де 1zS , 2zS  – статичні моменти площ 1F  (нижньої) і 2F  (верхньої) відносно 
поки невідомої нейтральної лінії z . 
 
                    1 23 3 0  2 2 4z z
h h h
S S bh a bh a a
                
   
.              (7) 
 
Знайдемо знаменник в формулі (6) з врахуванням (7): 
 






12 2 4 12 2 4 12z z
bh h h bh h h
I I bh bh bh
                   
         
. 
 






для нижньої частини перерізу,
12
36
















Примітка. Можна використати координатну вісь y y a  , що відлічу-
ється від межі розділу нижньої і верхньої частин перерізу. 
5.45. Згинальний момент в поточному перерізі x і нормальне напру-





M x q x qxh









   . 
 
















Можна показати (див. примітку в кінці задачі), що в кожній точці грані 
AB  напруження однакові. 
 
  0 :ABKDj
j















y bx qx t bdt
I
 




Шукане напруження    x yy y   (за законом парності дотичних на-
пружень в точках y  перерізу): 
 
 
 3 2 22
2








bh q y hq qh I
y tdt
b I bh
    





































Графіком отриманої функції  x y  є квадратична парабола: 
 








   . 
 
 219
Примітка. Доведемо, що в кожній точці грані AB  напруження  y y  
однакові. Припустимо, що вони неоднакові: 
1 2y y




Y  :     0Q Q dQ      0dQ  . 
 
Тобто поперечно сила Q  і виникаючі від неї напруження x  однакові в 
перерізах x  і  x dx  (а значить, у всіх перерізах x ): 
 
1 2x x
      
1 2y y
   . 
5.46. 1) Виділимо елемент балки довжиною dx , висотою 
2
h
y   і шири-
ною b . Знайдемо рівнодіючі напружень, що діють в перерізі виділеного еле-








Розглянемо(для спрощення) окремо ці напруження. 
3) Напруження від згинального моменту M  у виділеному елементі 
(  dxÌN  і 
 dx










 ,   









Примітка. Тут не приведений вивід формул для визначення  dxÌN  і 
 dx
M dMN  , вони виводяться так само, як і формула Журавського. 
4) Напруження від N  у виділеному елементі (  dxNN  і 
 dx
















































































 ,    








Примітка. Площа F bh ; Відсічена площа  
2
dx hF b y
    
 
. 
5) Дотичні напруження   у виділеному елементі (  dxQ  – їх рівнодіюча) 
6) Рівняння рівноваги виділеного елементу 
 
0 :X               0dx dx dx dx dxM NM dM N dNN N N N Q        
 





     
 























    . 
 
5.47. 1) Визначимо, як мають змінюватися розміри балок, щоб вони бу-
ли балками рівного опору згину – це означає, що у всіх перерізах найбільші 
напруження однакові, тобто всі перерізи однаково небезпеч-
ні:  
max










  . 
 
Для варіанту 1 ( consth  ): 
 
 
     1 12 3
1
6 6
    
Pl Px Pl l x
l x a b x l b x a
lb x a a
     
      . 
 
Для варіанту 2 ( constb  ): 
 
 
     2 22 22 3
2
6 6
    
Pl Px Pl l x
l x a h x l h x a
lah x a
     
      . 
 
2) Порівняємо вагу балок. 
Для цього побудуємо знайдені функції  1b x  і  2h x , зведемо їх (для 
наочності) в одну площину: 
 
 222























h a2= l-xl (b const: = балка )
b a1= l-xl (h const: = балка )
 
Рис. 142 
3) Порівняємо максимальні прогини – прогини вільних кінців балок. 
Так як у балок лише одна ділянка і змінна поперечна геометрія, то про-
гини можна легко знайти шляхом інтегрування диференціального рівняння 
вигнутої осі балки. 








2 3 3 4
1 1
12 12( ) 12
( )
Px Pl P x ld w M x Pl
EI xdx Eb x a Ea a l x Ea
  













   11 0 0 0
dw
dx
        0C  ; 
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  21 4
6Pl
w x x D
Ea




 1 0 0w       0D  ; 
 










 .                              (1) 
 








2 3 3 432 2
12 12( ) 12
( )
Px Pl P x l l ld w M x Pl l
EI xdx E a h x Ea l xEa a l x
  
     













   22 0 0 0
dw
dx











24 24dw Pl l l x Pl
dx Ea Ea

  ; 
 
   
3 2 2
2 4 4
16 24Pl l l x Pl
w x x D
Ea Ea













   
3 2 2 3
2 4 4 4




        
 




w w x l
Ea
   .                                    (2) 







5.48. 1) Знайдемо початкову форму стержня  y x . 
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Під дією кінцевого навантаження стержень, якщо б він початково був 




























Проте стержень, за умовою задачі, під дією кінцевого навантаження є 
прямим. Це значить, що він мав початкову форму  y x , протилежну  w x , 
тобто    maxy x w w x  , тому він не вигнувся, а випрямився. 





3 4 2 2 21 2
2 6 24 4 6 24
ql




   












  . 
 
   
4 2 2 2
max 8 4 6 24
ql qx l lx x
y x w w x
EI EI
 




Примітка. Отриману формулу можна застосовувати для правої полови-
ни стержня, для лівої половини необхідно в даній формулі замінити " "x  на 
" "x . 
2) Знайдемо максимальні нормальні напруження max : 
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  22 2 3max
max 2 2 2 2 2
3 22 3 3 3 480 1 10
120 МПа
6 2 2 60 10
P l lM ql ql Pl
W hb hb hb hb
  




5.49. 1) Розглянемо ліву частину смуги (з опорою): 
 








      , 
 















2) Розглянемо праву частину смуги: 
 
л 1 0 2
a















































q EI q Ebh
   . 
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5.50. Враховуючи симетрію, розглянемо ліву половину балки. 
За законом Гука 
 
     
x
dx x M x
dx E WE





(знак «–», так як при  >0M x  верхнє поздовжнє волокно, що розглядається, 











Видовження верхнього поздовжнього волокна половини балки: 
 






    
 










dx x a dx
WE
        
                             
   
 









x dx l x a dx l la a
WE WE
 
         
 
 



























, тому не підходить. 
 













































5.52. Так як зовнішнє навантаження складне, а ділянка всього одна, то 
















Реакція в лівій опорі: 
 
                         0:j A
j










  .              (1) 
 





M x R x
l
  . 
 
Кут повороту перерізу x : 
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   
3 2 41 1 1
6 2 24
q q
Rx x Rx x CM xdw l lx dx dx
dx EI EI EI
  









Прогин перерізу x : 
 
 
2 4 3 51 1 1 1
2 24 6 120
q q
Rx x C Rx x Cx Ddw l lw x dx dx
dx EI EI
    
     
 
Граничні умови: 
 0 0  0w D   ; 
 








       2 3
1 1
6 120
C Rl ql   .         (2) 
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Умову задачі, щоб максимальний прогин був посередині балки, з вра-
хуванням (1) і (2) можна записати так: 
 
2 4
2 31 1 1 1










2 380 11 0Rl ql   ; 
 















СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНІ СИСТЕМИ 
 
6.1. Розтяг і стиск 
 
6.1.1. Статичні рівняння: 
 





















0Х  :            1 2 3 0N N N P    ; 
 
                                                           1 22N N P  .                                              (2) 
 
Геометричне рівняння. 





b ll b x b
x













































Звідси              1 2 32l l l    .                                                                   (3) 
З врахуванням фізичних рівнянь і геометричного рівняння (1) (3) 
приймає вигляд 
 
                                    1 2 1 1 2
5 4 3
2   




    .                          (4) 
 
Із (1), (2) і (4): 
1 2 3 3
P

























































3 31 1 2 2
11
35 4 6N N bN N b N N b b
EF EF EF FF
    
     ; 
 




N N bN N b N N b Pb
EF EF EF EF
    
      ; 
 
11 1 1 0pX    ; 
 





X X N N N
EF EF
       . 
 
6.1.2. Очевидно, нормальні напруження у всіх перерізах будуть однако-
вими при 2A BR R  . 








2 2   
P Pl l Pl EF
l l P
EF EF EF l


















6.1.3. 1) Визначимо R . 
Геометричне рівняння с урахуванням фізичних рівнянь: 
 


















R lR t Rl Pl
t t l t l t
EF E F EF EF
 
           

   . 
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Звідси      P tEF  . 
6.1.4. На основі принципу суперпозиції: 
 










Визначимо 1N   і 2N  , що викликані силою 1P : 
геометричне рівняння с урахуванням фізичних рівнянь: 
 
   1
1 2
3 ( ) 2 3
0
R l R P l
l l
EF EF







R P . 
 





P P P P     ; 
 
1 6P P . 

























x x x x t
EF










Ndz Nl d l z
x t x t




     
    
 








x t x t
l x lE d z E d

            
  . 
 
2) Розкриємо статичну невизначуваність стержня – визначимо N. 








l x x t
E d
    

   . 
 







,  де  0t  . 
 













x x t t
l x l x lE d
  
 
             









x lx x lx l
x t t
x l x l
           


















 2 1mx l  . 
6.1.6. 1) Розкриємо статичну невизначуваність методом сил. 
Взаємне переміщення перерізу К дорівнює нулю: 
 
11 1 1 0pX    ; 
 




M N l N P l      ; 
 
  1 20 : 2 0
n n
BM N l N l






















M N l N l      ; 
 
  1 20 :    2 1 2 0
n n
BM N l N l l



























































































3 3 31 1 1 2 2 2
11
1 1 2 2 3 3
5N N lN N l N N l l
E F E F E F EF
     ; 
 
3 3 31 1 1 2 2 2
1
1 1 2 2 3 3
8
p
N N lN N l N N l Pl
E F E F E F EF













X P  . 
 
2) Визначимо Kw  методом Мора. 
Так як верхній брус абсолютно жорсткий, то точка К переміщається ве-
ртикально вниз. 
 
  1 2
3





M N l N P l       ; 
 
  1 2
8
0 :     2 2 0
5
n n
BM N l N l P l






















M N l N l
       ; 
 
  1 20 :    2 0
n n
BM N l N l

















   1 1 1 2 2 2
1 1 2 2
4
4 2 2 2 2 25
K
P l P lN N l N N l
E F E F EF E nF
   









6.1.7. Перетворимо закон зміни діаметру із врахуванням 02d d : 
 
                                     
 2 2020
0 2 2
d a xd d
d x d x
d a




















1) Розкриємо статичну невизначуваність. 
1.1) Статичне рівняння 
 
                                                    0 0bR P R   .                                                  (2) 
 
1.2) Геометричне рівняння 
 
                                                     1 2 0l l l     .                                                 (3) 
 
1.3) Фізичні рівняння 
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   















EF x E F x
R PN dx dx
l











                              (4) 
 
1.4) Розв’яжемо систему рівнянь (2)–(4). 
 
Підставимо (4) в (3):      







R R Pdx dx
E F x E F x








     
 












F x d a x a xd x
R P F x P
adx dx
F x a x















arctg 1 1 1 1 122 arctg1 arctg














     






6.1.8. Згідно з принципом суперпозиції, розв’язок при спільній дії сил 
1P  і 2P  дорівнює сумі розв’язків при дії 1 (/)P  і  2  //P  окремо: 
 
                                          1 1 1N N N   ;     2 2 2N N N   .                               (1) 
 
1) Розглянемо навантаження силою 1P   2 0P   (статично визначувана 
задача). 
За умовою, 
                                                                2 1N P   ;                                                (2) 
  
                                                       110 :   2
P




















2) Розглянемо навантаження силою 2P   1 0P   (статично невизначува-
на задача). 
2.1) Статичне рівняння 
 
                                              1 2 20 :     2 0X N N P     .                            (4) 
 
2.2) Геометричне рівняння 
 
                                                                1 2l l                                                    (5) 
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2.3) Фізичні рівняння: 
 























                                               (6) 
 
2.4) Розв’язок (4) (6): 
 
                                            2 21 2
2 2 2 2




E F E d
E F E d
  
 
;                                      (7) 
 
                                          2 22 2
1 1 1 1
22 2 2 2
1 2 1 2
P P
N
E F E d
E F E d
  
 
.                                     (8) 
 























2 1 2 2


















6.1.9. Очевидно, із умови  гор 0B   витікає: 
 




  , тобто 2 0N  . 
 
2) стержень 3 не згинається – він стиснутий. 
Розглянемо стержні 1 і 3. На них діють сили P  і 2 0N   зі сторони сте-
ржня 2: 
Визначимо переміщення  горВ  способом Верещагіна і прирівняємо йо-
го нулю. 
































   
 гор
sin 1
sin tg cos tg
cos cos cos 0В
l
P P P l
EF





sin cos sin30 cos 30
arctg arctg 17
1 sin cos 1 sin 30 cos30
   
   
     
 

  . 
 
6.1.10. 1) Для варіанту 1. 








     ; 
 
1 1N EF t   ; 
 




















l l l l t t
EF EF
    
                       
    
  






































тому   2 1max   ; 
 
2 max 2 1
11 1 2 2maxmax
2
2 2






     




6.1.11. 1) Рівняння рівноваги відсіченої перерізом m–m частини конс-
трукції: 
 
                                      1 3 1 30 :   0  AM N a N a N N     ;                         (1) 
 


















2) Геометричне рівняння 
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                                                           2 1l l    .                                                 (3) 
 
3) Рівняння (3) з урахуванням фізичних рівнянь (розв’язок системи): 
 
                                         2 1 2 22 1
2 1 1
  




     

.                       (4) 
 
Підставимо (4) в (2): 
 
2 2 1 2
1 1 1
1 1 2
2 0  
(2 )
F EF EF F
N N N
F l F F l
 








2,5 2 10 200
100 МПа
(2 ) (2 150 200) 2000
N EF
F F F l
   
         
   
. 
 
З урахуванням (2): 
 
2 1 1 1 1
2 1
2 2 1 2 2
2 2 2 2 1,5
100 150 МПа
2
N N N F F
F F F F F
    
           . 
 
6.1.12. 1) Геометричне рівняння 
 








2) Встановимо фізичні рівняння: 
 





  .                                             (2) 
 
Закон видовження ділянки довжиною dx від зміни температури: 
 
2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A
x
dx dx t x dx t x dx t t t
l
             
   
 . 
 






( ) (2 )
( ) ( )
3 3
l
B A A B
t A B A A
x t t l t t
l dx t t t dx t l
l
                        
 

  .   (3) 
 
3) Розв’язання системи рівнянь (1), (2), (3). 





A BRl t t
EF
 
     
 
7 5(2 ) 125 10 (2 10 55) 2 10 2000
 125 000 H 125 кН
3 3
A Bt t EFR
        








       . 
 
6.1.13. Границіі зміни навантажень в нитях при їх однаковому нагріві 
або охолодженні і відповідні границі зміни температури знайдемо з умови, 








Таким чином, якщо зміна температури приводить до умови, що в ниті 
0N  , то це означає, що ця нить провисає і витримує всю загрузку тільки 
друга нить (а відповідна задача є статично визначувана). 
1) Спочатку вважаємо, що зміна температури t  така, що задача стати-
чно невизначувана. 
Статичне рівняння    2 10:   2 3AM N N P   .                                    (1) 


















   





                                                (3) 
 
Розв’язавши (1), (2), (3), отримаємо: 
 









N P EF t
N P EF t
   





                                       (4) 
 







N P EF t t
EF
      

  . 
 
Із рівняння рівноваги статично визначуваної системи в цьому випадку 










   (або з 1-ї формули (4)) 
 







N P EF t t
EF
      

  . 
 
Із рівняння рівноваги статично визначуваної системи в цьому випадку 












   (або з 2-ї формули (4)) 
 












Розв’язок отримано вище – див. (4). 
Із (4) з урахуванням (5): 
 
















 ,  то  1 3N P , 2 0N  ; 
 








 ,  то  1 0N  , 2
3
2
N P ; 
 







    
 




N P  . 
 
Примітка. 0t   відповідає нагріву, 0t   відповідає охолодженню. 
6.1.14. Конструкція один раз невизначувавна. 
1) Розкриємо статичну невизначуваність. 
Перший спосіб. 
Визначимо момент сили  q x  відносно точки A: 
 







l l x x
q x dxx q dx q l
 
    
 
   
;                               (1) 
 







































                                           (2) 
 













N N q l





Другий спосіб – метод сил: 
 


















































   
11
1 0,15 1 1 0,1 1 2,05
2 0,7 2 14
l l l
EF E F EF
       









0,7 2 7 15p
q l ql
E F EF
    













  0AM     (з урахуванням (1)): 
 
2




N l N l q l N N q l





2) Підберемо площу поперечного перерізу з розрахунку на міцність 












22 170 мм ,,
2.05 152,05 15
  





q lN q l
F
F F
            
 
         
    
 
 
Розв’язок системи рівнянь:  21,7 ñìF  . 
Виберемо     21,7 ñìF  . 
6.1.15. Конструкція один раз статично невизначувана. 
Розкриємо статичну невизначуваність методом сил. 
 
11 1 1 0pX    . 
 















































  3 3 31 1 1 2 2 211
1 1 2 2 3 3
після інтегрування
N N lN N l N N l
E F E F E F
       
 
31 2





E F E F E F
    ; 
 
  3 3 31 1 1 2 2 21
1 1 2 2 3 3
після інтегрування PP Pp
N N lN N l N N l
E F E F E F
       
 
32
2 2 3 3
0,113 мм
PlPl
E F E F
     , 
 




0,0203 0,113 мм 0
кН
X   ; 
 
1 5,57 кНX   . 
 






































   ; 
 
2 17 МПа  ; 
 
3 19 МПа   . 
 




нижн 1 5 2 2
1 1
5,57 10  Н 140 мм
0,0497 мм
















      . 
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E I E I
            












































X a a a
a
X
E I E I
     





































 верт  верт c 1
б б c c б б c c3 3
B C
X a X l a l
l X
E I E F E I E F
 









б б б б
1 2 1 5 8 52 2 2
2 3 2 3 3 6
A
Pa a a X a a a Pa X a
E I E I
                
      . 
 
6.1.17. Конструкція два рази статично невизначувана. 
1-й спосіб: еврістичний. 
Рівняння статики (рівноваги) 
 
                              ( ) 0j A
j
M  :   1 1 2 2 3 3 2N h N h N h P a Ga     .                   (1) 
 
Рівняння сумісності деформацій (геометричні): 
 




































































Закон Гука (фізичні рівняння): 
 












 .                             (3) 
 
Розв'яжемо спільно рівняння (1), (2), (3): 
Підставимо (3) в (2): 
 



















 .                      (4) 
 









N h N N P G a
h h
    ; 
 
                                                   11 2 2 2
1 2 3






.                                               (5) 
 
Підставимо (5) в (4): 
  
2
2 2 2 2
1 2 3









3 2 2 2
1 2 3









2-й спосіб – метод сил. 
1 1
2 2






h h h hl l
EF EF EFh
   
     

























h a P G l
EFh








h a P G l
EFh

    . 
 
Рівняння методу сил: 
 
2 2
1 3 1 1 2 2 1
2 2
1 2 1 2 3 2 2
( ) (2 ) 0,
( ) (2 ) 0.
h h X h h X h a P G
h h X h h X h a P G
     







1 1 2 2 2
1 2 3










2 2 2 2 2
1 2 3












3 2 2 2
1 2 3








6.1.18. 1) Рівняння сумісності деформацій (геометричні): 
 




l l l t
l w

























2) Фізичні рівняння: 
 
                                                     1 21 2,   
N l N l
l l
EF EF
   .                                        (2) 
 










E I E I

     . 
 
3) Розв’яжемо разом рівняння (1), (2), (3): 
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N N EF t
N N l E I lN l
N N
E F E I EF
   

 










2 5 4 3
б б
3 35 3б
2 10 200 1.2 10 100
13 800 Н 13,8 кН
3 3 0,7 10 225000 10 1 102 2





     
   
      





1 2 2 10 200 1,2 10 100 13 800 34 200 Н 34,2 кНN EF t N
             
 
1 2 20,4 кНR N N   . 
 

















11 1 1 1 0p tX      ; 
 
11
1 ( 1) 1 2 ( 1) 1 2 ( 1) 5l l l l
EF EF
          
   ; 
 
1






































































1 12t l t  

   – тому що, по своїй суті, 1 t   – переміщення перерізу 1 у 
напрямку 1X  від зміни температури на 1t
 . 
2) Знайдемо 1t









( 2 )23 3
3
B
X l P X l
P X l
EF EF
   





( ) 2 ( 4 )25 0 
3 3
P EF t
P l P EF t l
EF EF
 
     














6.1.20. Представимо процес навантаження стержнів 1, 2, 3 в два етапи: 
– 1-й етап: навантаження початковим зусиллям 0N : 
 
1 2 3 0N N N N     ; 
 
– 2-й етап: довантаження, яке виникло після видалення стержня 4: 
 















Відповідно до принципу суперпозиції: 
 













                                               (1) 
 
Знайдемо 1N  , 2N  , 3N  : 
а) рівняння рівноваги (у рівновазі знаходяться остаточні зусилля 1N , 





M  :   1 3 2 2 0N l N l N l    ; 
 
     0 1 0 3 0 22 0N N N N N N        ; 
 
                                                 0 1 3 22 2 0N N N N      ;                                     (2) 
 
б) геометричні рівняння (зв'язують деформації, що виникли на 2-му 
етапі навантаження): 
 






   
   
 
 
                                              (3) 
 
в) з рівнянь  3  з урахуванням фізичних рівнянь (закон Гуку) витікає: 
 







   
                                               (4) 
 
Підставимо (4) в (2):    0 1 112 2 2 0 N N N N          
 
                                             1 0 2 0 3 0
1 2 1
 ,   ,   
3 3 3
N N N N N N        ;              (5) 
 
Підставимо (5) в (1):   1 0
2
3
N N ,  2 0
1
3
N N ,  3 0
4
3
N N . 
 
6.1.21.  
11 1p     ; 
 
   
11
2 2 1 3 1 7l l l
EF EF
     


















  . 
 
Знайдемо 2N  із рівняння рівноваги: 
 
( ) 0 :j O
j
M     2 12 0N a N a Ga   ; 
 
2 12N G N  . 
 




































а) Якщо 2 12 0N G N   : 
 
2 1N N ; 
 
1 12G N N  ; 
 















  . 
 
б) Якщо : 2 12 0N G N    
 
2 1N N ; 
 
 1 12G N N   ; 
 












  . 
 
6.1.22.  
11 1X   ; 
 








N    ,     2
1
2









X N    ; 
 
 1,5,2
50      1j
j




X   :   1 5 1 1
1 1 1
0    
2 2 2





N   ; 
 
   
11
1 1
2 21 2 12 24 2
2
l ll
EF E F EF


















































































 1 2 3 4 1
1
2 2 2 2
EF
N N N N X
l



















































1кр maxф2 1 1кр max1max2
3
т 2ф1 2 2
2
1max 2













.   (1) 
 
2) Визначимо внутрішні зусилля в стержнях – 1êð maxM  і 2N . 
Ця задача статично невизначувана. 
Розкриємо статичну невизначуваність методом сил: 
 
11 1 1  = 0рХ   . 
 




1ð 2 1ð 2
(6 ) 6 (1 ) 1 36 2
 =  + 2  =  + 
d l d l ld l
GJ EF GJ EF
   




( ) ( 6 ) 6
 = 
M l d Mld
GJ GJ
  


















Розв’язуючи статично визначувану задачу, отримаємо 
 
1кр maxM M ,    2 1
15
















6.2.2. 1) Розкриємо статичну невизначуваність. Використаємо метод 
сил: 
11 1 1  = 0рХ   . 
 
Використаємо метод Верещагіна для визначення 11  і 1р : 
 
11
пр пр пр пр
1 ( ) 1
 =  = 
G
a b a b
G J J




пр пр пр пр
( 1)
 =  = р
M b b
M
G J G J


































2) Побудуємо епюру крM : 
 
кр max 0,6M M . 
 
3) Визначимо, як розподіляється між стержнями загальний крутний 
моментю 
Це також статично невизначувана задача: 
Статика: 
c м 0,6M M M  ; 
 
                                                     м c0,6M M M  .                                             (1) 
 




с с м м
   = 
р р
M M
G J G J
    . 
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З врахуванням (1):        с с










м м с с
   0,6 0,767 0,6 0,46р
р р
G J
M M M M
G J G J




м с = 0,6  = 0,14M M M M , 
 
де    
4




,      .
4 4






4) Умови міцності: 
 
– для мідного стержня:     мmax м м
м м
0,14




   ; 
 
                                            




   ;                                    (2) 
 
– для сталевого стержня:     сmax с с
с с
0,46




   ; 
 
                                           




   ;                                     (3) 
 
де                
3




,    
43




        
. 
 
Загальний розв’язок нерівностей (2) і (3): 
 
1,29 кН мM   ,          = 1,29 кН мM  . 
6.2.3. Позначимо 3  = d d , тоді 2 1 =  = 
2
d
b d                                            (1) 
Розкриємо статичну невизначуваність методом сил: 
 
11 1 1  = 0рХ   ; 
 
 1 111 4 4 4
к1 к2 к3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 32 32
 =     = з врахуванням (1)  =
l l l l l l
GI GI GI G d G b G d
       











   






















































.                                               (2) 
 
2) Використаємо умову рівноміцності 1-ої і 3-ої ділянок стержня: 
 































кр1 1 1 1 =  = ,  так як 0M Х Х Х  ; 
 































З врахуванням (2): 
 
 = 




















6.2.4. Конструкція один раз статично невизначувана. Розкриємо стати-
чну невизначуваність методом сил: 
 
11 1 1  = 0рХ   . 
 
Для визначення  11  і 1р  використаємо метод Мора: 
 
1 = 0pM ; 
 
2  =  = 2,5 кН мp mM ml   ; 
 
 3  = ...   0pM  ; 
 
 273
1 = 1M  ; 
 
2  = 1M  ; 
 






















  3 3 31 1 1 2 2 211
1 k1 2 k2 3 k3
 = після інтегрування  =  =
M M lM M l M M l
G I G I G I
    
 
1 2
1 1 2 к2
1
  = 0,0252 
кН мк
l l





  1 1 1 2 2 2 3 3 31
1 к1 2 к2 3 к3
 = після інтегрування  =  =p p pр
M M l M M l M M l
G I G I G I




  = 0,0274m
ml l
G I
   ; 
 
де моменти інерції перерізів при крученні: 
 
4 4 4 4











      



















1 = 1,09 кН мХ  . 
 
Визначимо напруження в стержнях 1 і 2: 
 
кp1 1 =  = 1,09 кН мM Х  ; 
 
 кp2 1 =  = 1,09 2,5  1,41 кН мmM Х ml     ; 
 






1,09 10  Н мм
42 МПа














   , 
 
де моменти опору перерізів при крученні: 
 
3 3 3











      
   
. 
 
















0,0155    0,0460
8 10 61,4 10
CK








6.2.5. 1) Розкриємо статичну невизначуваність вала методом сил: 
 
11 1 1  = 0рХ   ; 
 
     
11
к1 к2 к3 к1 к2 к3
1 1 1 1 1 1 1 1
 =  = 
ka a a a k
GI GI GI G I I I
         




    2
1
к2 к3 к2 к3
1
1 1 1 22 =  = 
2р
ma a ma a ma
GI GI G I I
      






к1 к2 к3 к2 к3





G I I I G I I
   
      











































2) Визначимо k із умови 1 3max max   . 
Прикладемо до валу 1X  і отримаємо еквівалентну розрахункову схему. 
Побудуємо для неї епюру крутних моментів крM . 
 
1 3max max















W W W W W
 














k W W W
I I I
 
        









1 1 2 1 1
2 1 1
1




   













0,246 40 3 936 мм
2 2
D
W hb D             







0,229 40 73 280 мм
2 2
D
I hb D             
   
; 
 




















                




















Після підстановки в формулу для визначення k отримаємо 
 
1,37k  . 
6.2.6. Так як конструкція проста – її складають два співвісних стержня, 
то для розкриття статичної невизначуваності можна використати евристич-
ний метод – внутрішній момент AM  у правому кінці трубки і валу визначимо 
із умови – кути закручування жорстко зв’язаних між собою правих кінців 
трубки і валу однакові: 
 





4 4 44 4
1 2 4 0
0
32 =  =  =  = 









I I d Dd D









2 кН м (30 мм) 10
=   0,0723 кН м 
40



































   























6.3.1. 1) При повороті гайки на кут   переріз О зміщується вертикаль-


























max max       (2 )  
CB
B C B C
MM
M M X P l Xl
W W





X  . 
 
Таким чином, в перерізі О повинна бути прикладена сила 
3
P
X  . 
2) Використаємо принцип суперпозиції – шукана реакція X  залежить 
від двох факторів: 
 
1 2X X X  , 
 
де 1X  викликана тільки P  (при відсутності   (нерухомому перерізі О)); 
























3) Знайдемо 1X  викликану тільки P  при нерухомому перерізі О (стати-
чно невизначувана задача). 
Взаємне вертикальне переміщення перерізу О дорівнює нулю: 
 





















   




















l l lM M M M N N l l
dx dx dx I Fl
EI EI EF EI EF
            
















N NM M M M Pl
dx dx dx I Fl
EI EI EF EI
          











X  . 
 
4) Знайдемо 2X  викликану тільки   при відсутності сили P . 
 
1 2 2 2  4 3 12
P P P
X X X X X       . 
 
5) Знайдемо  , що виникає від 2 12
P
X   при відсутності P  (статично 
визначувана задача). 
Так як вертикальний стержень може деформувадися: 
 
верт верт













x x Pl Pl
dx I Fl
EI EI EF















    . 
 





       . 
 
















6.3.2. Маємо два рази статично невизначувану задачу: 
 
11 1 12 2 1







      

     
 
 











































EIl l XX X
lEI EI
      
        
 
 
















    . 
 
6.3.3. 1) Визначимо q , при якому зазор   закриється, із умови 
 












x =12  




















































     ; 
 





   ;                                                  (1) 
 







 .                                                  (2) 
 
2) Визначимо max  при навантаженні 2q . 
 






















x l x ql
dx
EI EI
   
   . 
 














X ql  . 
 












     . 
 
6.3.4. 1) Знайдемо силу взаємодії балок в кінці балки 2. 
Це статично невизначувана задача. 
Взаємне зміщення перерізу B  дорівнює нулю: 
 

































X P . 
 
2) Знайдемо 1( )w x , 2( )w x , використовуючи диференціальні рівняння зі-







d w M x P Pl
x
EI EI EIdx






















































( ) 3 9
4 16
d w M x P Pl
x
EI EI EIdx









  . 
 
3) Знайдемо просвіт 1 2( )w w c  . 
 
3 2
1 2 12 16
P Pl
w w x x
EI EI
    ; 
 




    ; 
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     ; 
 
3 2 3
1 2 max( ) 12 2 16 2 192
P l Pl l Pl
w w
EI EI EI
          






1 2 12 16 64
P Pl Pl
w w c x x
EI EI EI
      ; 
 
3 3 3




     . 
 
6.3.5. В деформованому стані зазор закриється і конструкція стає ста-
тично невизначуваною. Розкриємо статичну невизначуваність методом сил. 
Складемо рівняння методу сил – взаємне переміщення перерізів C  в 
напрямку 1X  (верхнього – вниз, а нижнього – вгору) дорівнює  : 
 
1 1 1 11 1 1
I II
pX           . 
 






( ) ( ) ,
20,
( ) ( ) .
2
qx
M x M x qlx
l
x






































  . 
 
















Побудуємо орієнтовну епюру згинальних моментів M . Знайдемо 
























    . 
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        . 
 
6.3.6. 1) Розкриємо статичну невизначуваність рами методом сил. 
Так як вихідна розрахункова схема симетрична за геометрією, зв'язка-
ми та навантаженням, виберемо в якості еквівалентної розрахункової схеми 
симетричну за геометрією та навантаженням схему з трьома невідомими реа-
кціями: 
11 1 12 2 13 3 1
21 1 22 2 23 3 2
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Очевидно, 9 9 9 9 0M M M M    . 
 
2 2 2 2 3
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2 2 2 2
3
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EI x dx l dx x dx l dx l         ; 
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   
   
     
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2) Визначимо максимальні нормальні напруження max . 


















6.3.7. Конструкція статично невизначувана (вар. 2) 
1) Розкриємо статичну невизначуваність методом сил: 
 
11 1 1 0pX    . 
 
1 1p cw   ; 
 
11
1 1 cos1 2 2 1 ( 1)
2sin 2cos 2cos 2sin2 4 2 3 42
l ll l l
EI EF
                                   
 














2) Визначимо 2cw , використовуючи принцип суперпозиції: 
 
 
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Звідси             
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    
 
  (див. вище). 
 
Остаточно                         
3
2 2










6.3.9. 2 етапи навантаження: 
 
   
1 21 2 max max max
До закриття Після закриття
зазору зазору
P P P           . 
 









  . 
 
2) Другий етап навантаження (статично невизначувана конструкція): 
 






























  . 
 
3) За умовою задачі 
1max 2max 1maxmax
2          
 




Pl P l Pl
P P
W W W
   
     ; 
 
1 2 1
Кінцеве навантаження Кінцеве навантаження 
    після 2-го етапу     після 1-го етапу 
    навантаження     навантаження
3P P P P
            










6.3.10. План розв’язання задачі:  
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– розкриємо статичну невизначуваність; 
– далі шляхом розв’язання диференціальних рівнянь виду 2 2d w dx  , 
    M x EI x  знайдемо на ділянці AB  функції прогинів  1w x  і  2w x  
верхньої і нижньої балок, знайдемо їх різницю  x , потім визначимо мак-






































1) Розкриємо статичну невизначуваність балок методом сил: 
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З врахуванням умов закріплення верхньої балки: 
 
 1 0 0w  ; 
 


































З врахуванням умов закріплення нижньої балки: 
 
 2 0 0w  ; 
 























3) Знайдемо на ділянці AB  зазор  x  і його максимум: 
 
      3 21 2
1 1 1
12 16
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6.3.11. Методом сил: 











      
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R X P  . 
 
6.3.12. Методом сил: 
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                                                                 1X ql .                                                  (2) 

























7.1. Розкладемо силу F  на складові та побудуємо епюри згинальних 



























   
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В точках А і В реалізується лінійний напружений стан (Рис. 8.2р б). На-





cos 6 3 cos
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3 sin
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   
 
 






 ;                                 (5)
2
3 sin



















       
. 
З (6) отримаємо: 
2 5 2
0
2 6 2 10 2 200 150
8,38 кН




     
    
      
. 
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3 8,38 10 2400 cos26,6 sin 26,6
7,5 MПа.
2 150 200 200 150
z yC M M
Fl
bh h b
            
 
           
 
В точці D напруження відрізняються тільки знаком. 
7.2. У відповідності до схеми навантаження, покажемо напружений 
стан на площадках, перпендикулярних до вибраних осей x, у і z, в точках на 
поверхні стержня (рис. 191). 
Нормальні напруження в точці А у площадці х x
F
A







    . 
 
Рис. 191 
Знайдемо нормальні напруження на взаємно перпендикулярних площа-
дках х1 і у1, повернутих відносно осі z на кут 45     по відношенню до осі 
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sin cos sin 2 ;
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Згідно з закон Гука лінійна деформація в точці А у напрямку осі х1 
 1 1 1 1 max
1 1
(1 ) (1 )
2
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x x y zE E
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     
  
. 
7.3. Має місце розтяг, згин і кручення стержня (рис. 192). 
 
Рис. 192 











    ;      (2) 
0y z    ;      (3) 
Як видно зі схеми, напружений стан тут подібний до того, який мав мі-
сце в точці А у задачі 7.7. Оскільки в обох задачах покладена однакова умова 
щодо лінійної деформації в напрямку х1, а саме 1 0
K
x  , то, провівши 







З урахуванням (1) і (2):  
3 2 3
















8 1 8 1 0,25 5 1000
 кН




    
  
. 
Найбільше нормальне напруження, тобто максимальне головне напру-
ження, буде у точці В стержня (див. епюри напружень на рис.8.8р). Тут на 



























     (4) 
Найбільше нормальне або головне напруження: 
   2max
22
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4 18,2 МПа.
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                 
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7.4. Балка працює на згин зі стиском (рис. 193, а). 
Визначаємо величину оптимального початкового натягу арматури 0F  з 
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    (1) 
 
Рис. 193 
Тут вn  – коефіцієнт запасу міцності для бетону. 












     (2) 
В точці А діють найбільші напруження стиску, а в точці В – найбільші 
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2
bh
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    
7.5 Щоб знайти кут повороту перерізу, потрібно спочатку знайти вели-
чину рівнодійної розподіленого навантаження qF , яка прикладена в центрі 
ваги площі розподілу цього навантаження. 
Стержень знаходиться в умовах нецентрового стискання (рис. 194, а), а 
значить всі його точки перебувають в умовах лінійного напруженого стану.  
 
Рис. 194 
Отже за законом Гука відносна деформація ребра ВВ BB B E   . Тут 
B  – напруження в точці В перерізу стержня, яке знайдемо, розглядаючи не-

















– момент опору перерізу відносно осі z, адже 
точка В – найвіддаленіша точка перерізу від цієї осі. 
Враховуючи, що qN F , а z qM F r , де 
3 2
a
r   отримаємо 
 2 3 2 2
12








a a a a
 
 






 . Звідси 20,002qF a E . 
Поворот торцевого перерізу відбувається завдяки діючому у площині 
XOY згинальному моменту Mz. Знайдемо величину кута повороту за спосо-
бом Верещагіна, приклавши в цій площині одиничний момент 1M   (рис. 
8.10р б). Перемножуючи площі відповідних епюр, отримаємо: 
  24
1 12
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8.1. Визначимо форму стержня при втраті стійкості, використовуючи 


























2 0xw k w   . 
 
Розв’язок: 
  sin cosw x A kx B kx   
 
містить 3 невідомі – кр,  ,  A B P . 
Дві з них визначимо з умов: 
1)    0 0  0  sinw B w x A kx     ; 
2)                                    крR xM P w l cw l  ; 
 
  cosxw x Ak kx  ; 
 
кр sin cosP A kl cAk kl ; 
 
кр tgP kl ck ; 
 
tg kl kl   (за умовою задачі); 
 








8.2. На елемент dt  діє сила dP qdt . 
Момент в перерізі x  
 
             
0 0 0
x x x












Диференціальне рівняння вигнутої осі стержня: 
 





w qxw q w t dt
EI EI
 




Продиференціюємо ліву і праву частини даного рівняння по x : 
 
x xEIw qw qxw qw     . 
 
Остаточно 
0x xEIw qxw   . 
 













































1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
sin cos ,
sin cos
w x A k x B k x






містить 5 невідомих – 1 2 1 2 êð,  ,  ,  ,  A A B B P  
Задовільним умови: 
 
   1 1 1 1 10 0 0 sinw x B w x A k x      ; 
 
                          1 2 21 2 1 2 22 2 sin sin cos2 2 2
k l k l k l
w l w l A A B    ;              (1) 
 
                     1 2 21 2 1 1 2 2 22 2 cos cos sin2 2 2x x
k l k l k l
w l w l A k A k B     ;         (2) 
 






















Перетворимо рівняння (3): 
 
2 22 2 2 2
2 2 22 sin cos cos sin2 2 2 2
k l k l k l k l
A B B    
 
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2cos sin cos sin cos sin2 2 2 2 2 2
k l k l k l k l k l k l
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     1 2 1 1 21 1
2
з врахуванням 1  і 2 sin cos cos sin 0
2 2 2 2
k l k l k k l k l
A A
k
    . 
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l Ð l ÐI
IEI EI
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Другий спосіб. 
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sin cos
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   1 1 1 1 10 0 0 sinw x B w x A k x      ; 
 
   2 2 2 2 20 0 0 sinw y B w y A k x      ; 
 
    1 21 2 1 22 2 sin sin2 2
k l k l
w x l w y l A A     ; 
 
    1 21 2 1 1 2 22 2  cos cos2 2x x
k l k l
w x l w y l A k A k         
 
похідні мають різні знаки, тому що осі  і  направлені
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k
  ; 
З урахуванням заданої в умові задачі залежності 2кр 1крP nP : 
 
 1кр 1кр 11
tg tg 0
2 1 2







8.5. 1) Спочатку з’ясуємо, якою формулою – Ейлера чи Ясинського ко-
ристуватися при визначенні критичних напруження і сили. 




   

. 
Стержень може втрачати стійкість в двох площинах – xy (відносно осі 
z ) і xz (відносно осі y ), так як в цих площинах гнучкості стержня різні. 
Гнучкість заданого стержня: 
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Таким чином, так як гр> > 77z y    , то, по-перше, стержень в дійсно-
сті втрачає стійкість відносно осі z (в площині xy ) і, по-друге, використаємо 
формулу Ейлера. 
2) Визначимо допустимі в розрахунках на стійкість силу та напруження 
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l = 4 м
v =  
 
Рис. 199 
11 1 1 0pX    ; 
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2) Розрахуємо стиснутий стержень 2 на стійкість. 
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  . 
 
Звідси 



















9.1. При обертанні стержень перебуває під дією відцентрових сил інер-
ції. Епюра їх розподілю вздовж осі стержня показана на рис. 201. 
 
Рис. 201 
Сила інерції dFa, прикладена до елемента стержня dx, 
n
adF dm a  . 
 308
Тут dm  – маса елемента dx; an – нормальне (доцентрове) прискорення. 
Якщо густина матеріалу стержня , а об’єм елемента dV Adx  (А – площа 
поперечного перерізу стержня), то 
2 2
adF Adx x A xdx      . 
Очевидно, що стержень перебуває в умовах чистого розтягання. Для 
розв’язання задачі необхідно визначити максимальну поздовжню силу maxN . 
Поздовжня сила в стержні змінна по довжині (див. епюру розподілу ін-
тенсивності сили інерції на рис. 201). В довільному перерізі   вона дорівнює 
силі інерції збоку частини стержня довжиною  0,5l   : 
 




N A xdx A A
 
 
           
 
 . 
З отриманого рівняння маємо 




N N A l      . 
Максимально допустиму довжину maxl  стержня знайдемо з умови міц-








     . 
Звідси 
    6
max 3






    
      
. 
Знайдемо частоту обертання стержня грn , за якої стержень розірветься, 
якщо maxl l . 
Розрив стержня відбудеться, коли напруження в небезпечному перерізі 











   
. 
9.2. На рис. 202 зображена схема навантаження для половини стержня 




Поздовжня сила в довільному перерізі  N   зрівноважує силу інерції 
правої відносно перерізу   частини стержня  
cma
F   та силу інерції маси 
ma
F . 
Скориставшись розв’язком задачі 9.1, силу інерції стержня знайдемо як 
   
   
2 2 2
2
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d l d l m lm l
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          
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         
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Видовження елемента dx  




  . 
Видовження всього стержня 
   
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9.3. Внаслідок деформації пружини під дією сил інерції пластина від-
хиляється від вертикальної осі і розподіл сил інерції по довжині стержня стає 
нерівномірним (рис. 203). 
Для елемента стержня dx можна записати: 
 2 2a x
x
dF dma bh r dx bh r dx
g g l
            
 
. 










M Fl dF x Fl r xdx Fl bh l
g l g
               
 

















bh lD n rFD n
Gd gGd
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9.4. Задачу розв’яжемо, виходячи з симетричності схеми відносно осі 
О-О (рис. 204). 









   . 
Реакції в шарнірах 
BA a
R R R q l   .  
Очевидно, що допустима довжина вертикальних стержнів l визначати-
меться з умови міцності горизонтального стержня на згинання. Епюра згина-
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9.5. Щоб знайти взаємне переміщення точок А і В, скористаємось спо-
собом Верещагіна. При цьому врахуємо лише згинальні моменти, нехтуючи 
впливом на величину цього переміщення поперечних та поздовжніх сил в 
стержнях. 
Розрахункова схема рами та епюри згинальних моментів для заданого 
та одиничного навантажень зображені на рис. 205. 
 
Рис. 205 





  . 
Взаємне віддалення перерізів A  та B : 
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  
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9.6. Рамка навантажена силами інерції (рис. 206, а). Інтенсивність сил 








dF dm l g Adx l
q A l
dx dx dx g
    






  . Отже 1aq q . 








F dF A xdx A
g g
 
       . 
З умови рівноваги 2 2 12 2 2 2a a
ql
X N F q l ql     . Отже 
3
4
N ql . Через 
симетричність схеми навантаження 3 0X Q  . Таким чином, маємо один раз 
статично невизначувану систему. Невідомий момент X1 знайдемо методом 
сил. Канонічне рівняння має вигляд 
11 1 1 0pX    . 
Еквівалентна система зображена на рис. 206, в. 
Визначимо коефіцієнт і вільний член як переміщення в основній систе-
мі від заданого і одиничного навантаження. Фізичний зміст цього перемі-
щення – взаємний кут повороту перерізів в напрямку Х1. Вантажна і одинич-
на схеми та епюри зображені на рис. 206, г і д відповідно. Скориставшись 
способом Верещагіна, отримаємо 
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M  . 





    , 


















9.7. Вага елемента dx стержня (див. рис. 207) 
dG Adx  , 
а сила інерції, до нього прикладена, 
2 sinadF Adx xg

   . 
 
Рис. 207 
Небезпечний переріз стержня знаходиться в защемленні (переріз А на 
рис. 207). Внутрішні зусилля в цьому перерізі: 
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9.8. Визначимо допустиму швидкість обертання круглого вала, виходя-
чи з умов міцності вала та приєднаних до нього стержнів (рис. 208). 
 
Рис. 208 
Стержні і з’єднані з ним маси перебувають під дією відцентрових сил 
інерції. У подальших розрахунках скористаємось розв’язком задачі 9.7. 
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Звідси, підставляючи задані величини, знаходимо 17,79 с  . 
Розрахуємо прямокутні стержні: 
 2 2max 6 1 1sin cos sin
3 2ст
M
l m bhl gl m bhl
W bh g g
     
               
    
. 













   
  
 
   
 
. 
Звідси 19,78 с  . Отже, максимально допустима швидкість обертан-
ня визначається міцністю вала і дорівнює 17,79 с . 




    , яка 




























.      (1) 
Найбільше дотичне напруження в пружині виникає, як відомо, на внут-












M   – крутний момент, а Q – поперечна сила в перерізі витка 
пружини, яка дорівнює силі інерції Fa. 
 2
max 3 2 2 2
48 4 4 2 2
1 1a a a
Q lF D F F D D
d d d d gd d
                    
. 
Визначимо критичну швидкість обертання вантажу, за якого деформа-
ція пружини необмежено зростатиме. Це матиме місце, коли знаменник у ви-














  . 
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9.10. На рис. 210, а зображена розрахункова схема стержневої системи, 
побудована з урахуванням вихідних даних задачі. Сила 2aF m l   – сила іне-
рції маси m, яка виникає при її обертанні. 
Як видно зі схеми, маємо один раз статично невизначувану систему. 
Еквівалентна система показана на рис. 210, б. Розкриємо статичну невизна-
ченість методом сил. Канонічне рівняння методу сил: 
11 1 1 0pX    . 
Переміщення в основній системі 11  та 1p  визначимо методом Вере-


















X F . 
Епюри внутрішніх сил для заданої системи зображені на рис. 210, г. 








   ,     (1) 
де 2 2J mR  – момент інерції круглого диска постійної товщини від-
носно осі обертання, перпендикулярної до площини диска; pc GI l  – жорс-














   .     (2) 
Рівняння (2) має такий розв’язок: 
( ) sin( )t A kt    , 
де maxA    – амплітуда коливань. 
Маємо такі початкові умови: при 0t   початковий кут повороту 0    
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. 
Найбільші дотичні напруження в стержні виникають за найбільшого 
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